Modul Matematika Peminatan Kelas XII KD 3.2

KEGIATAN PEMBELAJARAN 1
Limit di Ketakhinggaan Fungsi Aljabar

A. Tujuan Pembelajaran

Setelah kegiatan pembelajaran 1 ini, diharapkan Anda dapat menjelaskan dan
menentukan limit di ketakhinggaan fungsi aljabar serta dapat menyelesaikan masalah
berkaitan dengan eksistensi limit di ketakhinggaan fungsi aljabar.

B. Uraian Materi

Pada pelajaran matematika wajib kelas XI, Anda telah belajar mengenai definisi limit
fungsi aljabar yaitu bahwa suatu limit fungsi f(x) dikatakan mendekati a {f(x), a}
sebagai suatu limit. Bila x mendekati a, dinotasikan limit F(x) = L. Cara menyelesaikan
limit fungsi aljabar, terdapat 3 cara untuk menyelesaikan limit fungsi aljabar yaitu
dengan metode (1) substitusi langsung; (2) pemfaktoran; (3) merasionalkan. Nahhh
semoga Anda masih mengingat ini yaa...

Pada kegiatan pembelajaran ini kalian akan belajar bagaimana menyelesaikan limit
fungsi di ketakhinggaan. Sebelum belajar bagaimana cara menyelesaikan limit fungsi
di ketakhinggaan, kita kenalan dulu yuk sama yang namanya tak hingga. Jika kita
berbicara tentang definisi, definisi dari simbol tak hingga (Infinity) adalah sebuah
konsep abstrak yang menggambarkan sesuatu yang tanpa batas dan relevan dalam
sejumlah bidang, terutama matematika dan fisika. Tak hingga diberi simbol oo
“sesuatu” yang lebih besar dari bilangan manapun tetapi sesuatu itu BUKAN
bilangan, dengan kata lain tidak ada bilangan yang lebih besar dari 0.

a < oo,Va € RdancogR

Karena oo bukan sebuah bilangan, maka oo tidak ganjil, tidak genap dan tidak prima.
Dalam kamus matematika Carol Vorderman, definisi tak hingga adalah tanpa batas-
batas ukuran atau jumlah, tidak terbatas, tidak ada akhirnya.

S |

Misalkan f adalah fungsi yang didefinis
(a, ). Maka

dengan cara mengambil x cukup besar.

Cara menyelesaikan limit di ketakhinggaan dibagi menjadi 3, yaitu (1) substitusi
langsung; (2) membagi dengan pangkat tertinggi; (3) merasionalkan penyebut.
Sebagai materi prasyarat pada bahasan limit fungsi di ketakhinggaan, Anda harus
mengingat kembali cara merasionalkan penyebut. Kalo Anda lupa gak perlu khawatir,
di modul ini akan disajikan contoh soal beserta cara penyelesaiannya secara rinci.
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Modul Matematika Peminatan Kelas XII KD 3.2

Okay.. berikut ini kita simak bersama satu persatu cara menyelesaikan limit fungsi di
ketakhinggaan.

Metode Substitusi Langsung

Penerapan metode substitusi langsung dalam menentukan atau menyelesaikan limit
fungsi di ketakhinggan sangat mudah, sama halnya dengan limit fungsi aljabar, yakni
dengan langsung mengganti x atau variabel lain dengan angka yang tertera di soal,

seperti berikut:
1inf() = £(a)
Hal ini berlaku pula untuk limit fungsi di ketakhinggaan:
TinfGo = f(e9)
Sebagai contoh, gunakan metode substitusi untuk menentukan nilai Limit fungsi
berikut :

I.1lim,ox+3= 00+3= o
2. lim, ox? +2x —4 = ()% +2(0) —4 = oco+00—4 = o0

Membagi dengan Pangkat Tertinggi

Misal kita akan mencari nilail i g, %

Amati bahwa ketika x cukup besar, % semakin kecil. Misalkan
1=01-==0,01 1_—0, 0001 L_—0, 000001
10 100 10. 000 1. 000. 000

Nyatanya, dengan mengambil x cukup besar, kita dapat membuat % sedekat yang

diinginkan ke 0. Oleh karena itu, menurut definisi 1, kita mempunyai

1
lim=0
xX-—00 X

8

IS

Gambar 1 sungsi y =§

Teorema limit yang diberikan pada modul sebelumnya berlaku juga untuk limit di
ketakhinggaan. Berdasarkan contoh di atas kita peroleh aturan penting untuk
perhitungan limit berikut.

Teorema

Jika r > 0 adalah bilangan rasional, maka

1
litr—=0

x—o00 xT
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Agar Anda dapat memahami cara penyelesaian soal limit fungsi di ketakhinggaan,
Anda dapat memperhatikan contoh soal berikut:

e x2-2x+3
1. Tentukannilailim _, & a
X

Perhatikan contoh soal nomor 1 tersebut, dapat Anda lihat soal tersebut memuat
pangkat tertinggi yaitu x2. Oleh karena itu kita bagi semua komponen dalam fungsi
tersebut dengan x? seperti ini:

2 x? 2x n 3
li X“ —2x+3 = 1i x2 x? x2 Sebuah bilangan jika dibagi
m— = nF——- .
x 50 x+3 X - o i_l_ 3 dengan tak hingga atau
x2 x bilangan yang sangaaattttt
1 _2 + 3 besar, makanya nilainya
1 x | x2 akan mendekati NOL
= lim—"—5—
X - o l_|_ 3
AT
2 3
lim - limlim=> () ——
=x=2x xoo xou¥ g (sifat limit)
lim+ lim;
X oo x - o
1- 0+ O
= Ym0 (teorema 1)

s 1 2x43
2. Tentukannilai i _, oogxzi;x_z

Nah untuk soal ini, Anda lihat bahwa pangkat tertinggi adalah x3 sehingga Anda dapat
membagi semua komponen dengan x3. Begini yaa..

2x 3
li 2x +3 li 22
Im—— = 137 Sebuah bilangan jika
2 — x2 5x 2 gan ]
x = o3x* +5x —2 x = -t 5= dibagi dengan tak
x 2 x3 x hingga atau bilangan
- = yang sangaaattttt besar,
=11 X 5 X > O makanya nilainya akan
X o3 4 2 _20 O mendekati NOL
0+ 0
B 30+ 0— 0
3
=0
R Sy s 3x*+2 3
3. Tentukannilaidaril i m _ = —=
3— 5% 5
3x* 2 2
L 3x* +2 L T Ui 3+2 340 3
i =lim——= im = = —
x w3 5F  x o3 _ 0 x50 (-5 5
x4 x4 x4 x4

Okay.. kita lihat kembali secara seksama ketiga contoh tersebut, untuk nomor satu
Anda dapat lihat bahwa pangkat tertinggi terdapat di bagian pembilang dan hasil dari
limitnya adalah co. Lalu untuk contoh soal nomor dua, pangkat tertingginya ada di
bagian penyebut, dan hasil limitnya adalah 0. Kemudian contoh soal ketiga, baik
pembilang maupun penyebut mempunyai pangkat tertinggi yang sama, dan

menghasilkan nilai limit sama dengan — % Jika Anda jeli menyimak, kita dapat

menyimpulkan ketiga contoh soal tersebut menjadi bentuk umum limit di
ketakhinggaan fungsi aljabar sebagai berikut:
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Bentuk Umum 1

Untukadanb € R
a, x™ +a,x™

l =
lnf(x) x—>loo bixP +b,xP~t + b
% Jika m >p, maka,ljgf(x) =
% Jikm <p,maka lir _ f(x) =
K % Jikam = p,maka li . o f(x)

Wahh ternyata setelah kita simpulkan bersama, tampak mudah yaa pengerjaan limit
dengan cara membagi dengan pangkat tertinggi, gak ribet dan gak pakai sulit. Pasti
dapat langsung mengerjakannya dengan sekejap.

Menggunakan rumus umum di atas maka untuk mengerjakan soal berikut pasti

mudah.
2 J—

1. lim 3xJ;¢=Okarena m <p

x>0 10x° +5x

2

2. lim Chh) =2 = 2 karena m= p

o 6x* +3x% —5x+1 6 2
3. (2x-D?* =00 karena m> p

1 —
o (3x=1)(5x% +x)
Merasionalkan

Pada bagian ini Anda akan diajak mengenang masa lalu saat Anda belajar
merasionalkan penyebut di SMP, jangan ditinggalkan yaa kenangan masa lalu nya
(hehehe), karena secara konsep masih sama dan berlaku dalam penyelesaian limit
fungsi di ketakhinggaan ini. Mengapa harus dengan merasionalkan?? Dari namanya
juga merasionalkan, maka kita bertujuan agar fungsi irasional yang diberikan dalam
limit tak hingga tersebut dapat berubah menjadi rasional sehingga memudahkan
dalam pengerjaan soalnya. Okay Anda perhatikan contoh soal berikut:

. lim_ oVx?+2x—3 —Vx+2 =

Cara menyelesaikan soal ini, kita akan mengalikan dengan bentuk sekawan dari

Vx24+2x— +\/x+
fungsi tersebut yakni W " (ingat kembali pelajaran merasionalkannya
yaa...).
Penyelesaian:

lim/x2+2x -3 — Vx +2

X — oo
VxZ +2x =3 ++x +2
= limMx24+2x—-3 — Vx+2 = v
x > Vx24+2x -3 + VJx +2
1

= lim?+2x—-3— (x+2)
x - Va2 +2x -3  Hx+2
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2.

3.

Bagaimana Anda setelah melihat ketiga contoh soal tersebut? Apakah merasa pusing?
Hmmm... tenang.. kita simak lagi yuk contohnya (Anda lihat soalnya lagi yaa.. ). Bentuk

soal nomor 1 dan 2 adalah1i m, »+/f(x)— +/g(x). Perhatikan pangkat tertingginya deh.

Ui x>+ x — 5
= 11
x> xZ +2x -3 + x +2
¥ 4 x_ 5
— llm x2 x2 x2
X 2 x2 2x 3 2
T %+;
1 5
L4y %
= lim1 2 3 2
x%%ﬁz Wt $s+;
1+ 0 — 0 1
= —_ —_ = o0
VO+0—-0 ++v0 + 0 O

lim, oV/5x—3 — Vx2 +7 = -

Penyelesaian:
VBx =3 +Vx% +7
lim/5x =3 — x2 47 = 1idBx—3 — x2 +7 -
X - x - o V5x =3 +vx2 +7

o 5x—-3—(x2+7)
=lim
x > of5x =3 +Vx2 +7

5x 3 x2 7

_ llm 2 x2 x2 x2
X = © |5y 3 x2 7
P N e
53 4212
= 1im—=x x? x
X = [5x 3 1 7
s et 2t
0-0-1-0 1
= = —_———= — 00
VO—-0 + +0+0 0

lim_ V4x2 —4x+5 — J(2x+1} = -
Penyelesaian :

] Lr&}\/4x2—4x+5 — J(2x+1)? = xl_jorgq/4x2 —4x +5 — \J4x? +4x +1
VAx? —4x +5 + VAx? +4x +1
Vax? —ax +5 + Vax? +4x +1

= lim/4x? —4x +5 — y4x? +4x +1

X

4x% —4x+5—(4x % +4x+1)

lim
x = of4x2 —4x +5 + V4x? +4x +1
— 8x +4

X > onf4x? —4x +5 + \/443@ +4x +1

—8X

_
=
5
:

= lim e
X = O f4x2 4x 5 4x2 4x 1
7—ﬁ+;+fﬁ+ﬁ+;
- 8+0 -8 -8

= =2

VE—0+0 + VA+0 +0 2+2 4
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Modul Matematika Peminatan Kelas XII KD 3.2

Untuk soal nomor 1 pangkat tertinggi ada di f(x) maka hasil limitnya sama dengan oo.
Soal kedua pangkat tertinggi ada di g(x) maka hasilnya sama dengan —o, sedangkan
untuk soal nomor 3 baik f( x)maupun g( x) pangkat nya sama yaitu x2, dan hasilnya sama
dengan —2.

Jadi... yuk kita buat rumus umum untuk bentuk soal di atas secara singkat sebagai berikut:

Bentuk Umum 2

%\/axz +bx +c — /px? +qx +

i
X -

dengana, b, c,p

-

Berdasarkan bentuk umum? tentukan nilai limit di ketakhinggan berikut.

1. lim (szz +3x—6 —2x2 —x+4) :l;\_/qa — 3_2(\;) — % =2

2. lim_, /322 +4x+1 — J/(x —1)2

=lim_ oV3x2 +4x +1 — Vx2 —2x+1 = karenaa>p
3. limo o{x4+2)—V2x2 —4x+1
lim/(x+2)% — V2x2 —4x +1

X — 00

= lim/x2 +4x+1 — /222 —4x +1

i
X — 00

= —ow karenaa<p

Aplikasi Limit Fungsi di Ketakhinggaan Fungsi Aljabar

Bagaimana cara menyelesaikan masalah yang berhubungan dengan konsep limit
fungsi di ketakhinggaan fungsi aljabar ? untuk memahaminya pelajari contoh berikut.

Beberapa ilmuwan sedang meneliti suatu senyawa. Senyawa ini merupakan hasil

reaksi kimia dari beberapa senyawa. Setelah diteliti ternyata jumlah senyawa baru
2t243t+4

(3+2t) (t-1)
senyawa dalam milligram dan t waktu dalam detik. Tentukan jumlah senyawa yang
terbentuk untuk jangka waktu yang sangat lama adalah ....

yang terbentuk mengikuti fungsi f(t) = dengan f{t) menyatakan jumlah

Penyelesaian:
Waktu yang sangat lama artinya t —oo

2t? +3t+4 3 2t% 43t +4
(3+2t)(t—1) 2t2+t—3

f@®) =
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¥ Y 2t2 +3t+4 _ 1

SR Ay S v B

(karena pangkat tertinggi pembilang dan penyebut sama)

Jadi, senyawa yang terbentuk dalam waktu yang sangat lama adalah 1 miligram.

Asimtot Datar

Asimtot adalah suatu garis lurus yang didekati oleh lengkung dengan jarak semakin
lama semakin kecil mendekati nol di tak hingga. Asimtot juga diartikan sebagai garis
batas atau garis arah kelengkungan kurva dan ada pada domain tertentu. Asimtot
datar adalah suatu garis yang mendekati nilai y tertentu tidak melewati atau
menyinggungnya.

Garisy = L disebut asimtot datar dari fungsi f(x) jika memenuhi salah satu dari:

lit f(x)=Latau li1 f(x) =1L
xX—+00 X—==00

Tentukan asimtot datar untuk fungsi fungsi tigonometri berikut.
2642
fO) ===

Penyelesaian:

20

Asimtot datar fungsi tersebut adalah:

y=lir§Lm2xx_+:=2 > V=2

-20 -10 0 10 0

Jadi, asimtot datar dari fungsi di atas adalah y =2.

-20

C. Rangkuman

% lim, f(x) = Lartinya limit f(x) seraya x mendekati tak hingga, adalah L.
o 1 1 A x4 x™ g™ L gt Gy
*lime f)=1im e bixP+b,xP~1+ BxP~2+ .. + b x+ B,

» Jika m >p, mka,jaf(x) = o

» Jika m <p, mmka Jimf(x) = 0

» Jika m = p, meka Jigf(x) = %
1
b—-q .. _
ENERA ka a=p
@ lim, VaxZ+bx +c — [p2 +qx+r = © jika a>p
—00 jika a<p

+ Asimtot adalah suatu garis lurus yang didekati oleh lengkung dengan jarak
semakin lama semakin kecil mendekati nol di tak hingga.

+ Asimtot datar adalah suatu garis yang mendekati nilai y tertentu tidak melewati
atau menyinggungnya.
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KEGIATAN PEMBELAJARAN 2

Limit di Ketakhinggaan Fungsi Trigonometri

A. Tujuan Pembelajaran

I

V4

Setelah kegiatan pembelajaran 2 ini, diharapkan Anda dapat menjelaskan dan
menentukan limit di ketakhinggaan fungsi trigonometri serta dapat menyelesaikan
masalah berkaitan dengan eksistensi limit di ketakhinggaan fungsi trigonometri.

Uraian Materi

Pada kegiatan pembelajaran 2 ini kita akan membahas Limit Tak Hingga Fungsi
Trigonometri. Materi Limit Tak Hingga Fungsi Trigonometri merupakan gabungan
bentuk limit di ketakhinggaan dan limit fungsi trigonometri. Jika kita perdalam lagi,
ternyata bentuk Limit Tak Hingga Fungsi Trigonometri lebih menekankan pada limit
fungsi trigonometrinya, sehingga Anda harus benar-benar menguasai materi limit
fungsi trigonometri pada modul sebelumnya.

Bentuk tak hingga (o) jika sebagai sudut suatu fungsi trigonometri maka tidak bisa
ditentukan nilainya misal sin (), cos (), tan (o) tidak bisa ditentukan nilainya
karena nilai sin x berkisar -1 < sin x < 1, begitu juga niai cos x berkisar -1 < cos x< 1,
dan untuk tan x berkisar —o < tan x < o, tentu dengan x yang sudah pasti. Nah untuk

memudahkan, maka bentuk yang digunakan adalah l = 0, sehingga nilai fungsi
trigonometrinya bisa kita hitung yaitu sm - =0, cos -=1, tan — = 0. Dan bentuk ini
cocok dengan limit fungsi trigonometri yang akan di bahas dalam kegiatan belajar ini.

Limit fungsi trigonometri yang sudah dipelajari pada modul sebelumnya dan
identitas trigonometri materi prasyarat untuk memahami konsep limit di
ketakhinggaan fungsi trigonometri.

Rumus dasar limit fungsi trigonometri yang diperumum adalah:

N

'4
1 lilsnax_g , ltanax a D
" x50 bx b © x>otanbx b
2 lis ax _a 6 l_51rax_a
" x>o0sithx b A bx b
3 1 tanax a ; i’ tanax a
' x—l>(} bx - b ) x—l>(§si rbx_b
4 lis ax _a g li sirax _a
" x>otanbx b © xhotanbr b
1
9. lir—=20
x—oo xT
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Rumus Trigonometri

»

>
>

Langkah-langkah menentukan limit di ketakhinggaan fungsi trigonometri.

4,

5.
6.
7

COS X — coS y = -2sin %(x +Y) sin %(x -y)
1-cosax=2sirt %(ax)

sin2x+cos2x=1

Lakukan pemisalan y = %

Substitusikan y = %ke persamaan awal

Selesaikan dengan rumus dasar limit fungsi trigonometri.

Tentukan hasil limitnya.

Agar Anda lebih memahami modul ini, pelajari beberapa contoh soal dari limit di
ketakhinggaan fungsi trigonometri.

Tentukan limit di ketakhinggaan fungsi tigonometri berikut.

1. limsi né)
X —00
) 5
2. liman—csc—
X—00 X X
| Stan%
3. lim—————
X—00 _ 6
X (1 - cos x)
cos?>—1
4. lim—*—
X —00 3
si n—tan=
I
x( cos=—cos -)
X0 si n—
X
Penyelesaian:
1. limsi né)
X —00
+ Misalkan y = o x=2
x y
Ketika x =00 maka% -0 atauy -0
1
ch_lmnx51né> =ll_ioni—51né>
x X
o1
=1imsin2y)
y=0y
. sin2y
=lim—
y=0 y
=2
. 5 2
2. liman—csc—
X—00 X X

. 1 1
+ Misalkan y = Tz X=3

: 1
Ketika x =00 maka o -0 atauy -0
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. 5 2 . 1 1
li man—csc—=1iman5.—csc2.—
X—00 x  x 1 x x
i man5ycsc2y

tan 5y
m—-

|
y—0
li
y—lo sin2y
5
2

5ta nE
X

> ’le x (1 —Cos S)
1

+ Misalkan y = % = x=7

Ketika x —oo maka% -0 atauy -0

li 5tan% i 1 5tan%
m———=lim——
—00 6 1 X i E
x x(l—cos;) =0 (251I¥x)
i 5tan3y
=32 (2si 7 3y)
. 5 y tan 3y
=lim - .
y0 2 sin3y sin3y
513
233
5
6

6
cos?=—1
4. lim—*—
X7 si n-tan-—

X X 1 1

+ Misalkan y = Pz X=3

Ketika x —oo maka% -0 atauy -0

6 6
cos?>—1 0052;—1
lim > = 111 m >
X=® gi p-tan= -0 Si n—tan-—
X X x X X

_li cos? 6y —1

y-0 sin3ytan2y
—si n? 6y

ylo sin3ytan2y

—1i —sin 6ysin6y

y=0 sin3ytan2y
6

32
= -6
3 1
x( cos=—cos =)
X si n=
X

. 1 1
+ Misalkan y = P = X=3

: 1
Ketika x -c0 maka p -0 atauy -0

3 1

x(cos=—cos -) 1 (cos=—cos -)
lim———=1im 5
X0 si n- 20 = si n-
X X X
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cos 3y —cosy
y—lo ysin2y

—2sin2ysiny
=lim————

y—0 ysin2y

. sin2y siny
=lim2—— ,
y—0 y sin2y
1
=(-2)@ |z
2)@(3)
=2

Aplikasi Limit Fungsi di Ketakhinggaan Fungsi Trigonometri

Bagaimana cara menyelesaikan masalah yang berhubungan dengan konsep limit
fungsi di ketakhinggaan fungsi trigonometri ? untuk memahaminya pelajari contoh
berikut.

Jumlah pertumbuhan penduduk suatu kota diperkirakan ¢ tahun dari sekarang akan

menjadi N(t) = 35.000 + t sin 40.tooo

Tentukan pertumbuhan jumlah penduduk kota tersebut dalam jangka waktu yang
sangat lama di masa depan.

Penyelesaian:

Waktu yang sangat lama artinya t —oo

N(£) = 35.000 + ¢ sin 2=

. . 40. 000
llrnN(t) =}1m35.000 + ts—i—?—

+ Misalkan y = % =>t= %

Ketika t =00 maka% -0 atauy -0

. . 40. 000
lll’IN(t) =}1m35. 000 + t-S-l—l%—

. . .40. 000
=}1m35. 000 }-l-lmt snat—
=35.000 4 i rgsi n2>22%

1 - t

o

sin40. 000y
=35.000+———

y
= 35. 000 +40. 000
= 75. 000
Jadi, pertumbuhan jumlah penduduk kota tersebut dalam jangka waktu yang sangat
lama di masa depan adalah 75.000.

Asimtot Datar

Asimtot adalah suatu garis lurus yang didekati oleh lengkung dengan jarak semakin
lama semakin kecil mendekati nol di tak hingga. Asimtot juga diartikan sebagai garis
batas atau garis arah kelengkungan kurva dan ada pada domain tertentu. Asimtot
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datar adalah suatu garis yang mendekati nilai y tertentu tidak melewati atau
menyinggungnya.

Garisy = L disebut asimtot datar dari fungsi f(x) jika memenuhi salah satu dari:

li1t f(x)=Latau li1 f(x)=1L
x—+00 X——0

Tentukan asimtot datar untuk fungsi fungsi tigonometri berikut.

f(x) =xtan Gc)

Penyelesaian:
Asimtot datar fungsi tersebut adalah:

_ 1
y = llMtan(;)
X—00

R/

. 1
¢ Misalkan z = S xX=

N | =

. 1
Ketika x -0 maka p —0 atau z -0

Jadi, asimtot datar dari fungsi di atas adalah y =1.

C. Rangkuman

+ Langkah-langkah menentukan limit di ketakhinggaan fungsi trigonometri.

» Lakukan pemisalan y = i

» Substitusikan y = ike persamaan awal
» Selesaikan dengan rumus dasar limit fungsi trigonometri.
» Tentukan hasil limitnya.

+ Asimtot adalah suatu garis lurus yang didekati oleh lengkung dengan jarak
semakin lama semakin kecil mendekati nol di tak hingga.

+ Asimtot datar adalah suatu garis yang mendekati nilai y tertentu tidak melewati
atau menyinggungnya.

D. Latihan Soal

Kerjakan latihan soal berikut dengan jujur dan benar.

Tentukan limit di ketakhinggaan fungsi tigonometri berikut.

2 1
1 llm—cot(—>
x—0 X X
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