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KEGIATAN PEMBELAJARAN 1 

PERSAMAAN LINGKARAN 
 

 

A. Tujuan Pembelajaran  
 

Setelah kegiatan pembelajaran 1 ini diharapkan kalian dapat menyusun persamaan 
lingkaran yang diketahui titik pusat dan jari-jarinya, menganalisis lingkaran yang 
memenuhi kriteria tertentu secara analitik, dan menyelesaikan masalah yang terkait 
dengan persamaan lingkaran. 

B. Uraian Materi 
 

Lingkaran merupakan tempat kedudukan titik-titik pada bidang yang berjarak sama 
terhadap suatu titik tertentu. Titik tertentu ini dinamakan sebagai pusat lingkaran. 
Jarak titik pusat ke titik pada lingkaran dinamakan sebagai jari-jari. 

Konsep lingkaran yang meliputi luas, keliling, panjang tali busur, luas juring, serta 
menghitung panjang garis singgung lingkaran telah kalian pelajari di SMP. Sekarang, 
kita akan mempelajari konsep lingkaran secara analitik meliputi persamaan 
lingkaran, kedudukan titik dan garis terhadap lingkaran, persamaan garis singgung 
lingkaran, dan berkas lingkaran. 

1. Persamaan Lingkaran yang Berpusat di O(0, 0) dan Berjari-jari r 

Perhatikan gambar di samping.  
Lingkaran L berpusat di O(0, 0) dan 
berjari-jari r. 

Misalkan titik P(x, y) adalah sembarang 
titik yang terletak pada lingkaran L. 
Jari-jari OP = r 

Segitiga POQ siku-siku di Q, berdasarkan 
Theorema Phytagoras diperoleh:  

OQ2 + PQ2 = OP2  

𝑥2 + 𝑦2 =  𝑟2 

Titik P(x, y) yang diambil adalah sembarang, sehingga persamaan tersebut juga 
berlaku umum untuk persamaan lingkaran yang berpusat di O(0, 0) dan memiliki 
jari-jari r. 

Persamaan lingkaran yang berpusat di titik O(0, 0) 
dan memiliki jari-jari r 

𝒙𝟐  + 𝒚𝟐  =  𝒓𝟐 
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Gambar 1.1. Lingkaran berpusat di O(0, 0) 
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Contoh 1. 

a. Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di O(0, 0) dan memiliki jari-jari 

i).  r = 4    ii).  r = 4√3 

b. Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di O(0, 0) dan melalui titik  (6, −8). 

c. Tentukan  jari-jari lingkaran dengan persamaan :  
i).  x2  +   y2  =  121   ii).  x2  +   y2  =   128 

 
Jawab 

a. Persamaan lingkaran yang berpusat di O(0, 0) dan berjari-jari r adalah x2 + y2 = r2 
i). r = 4, maka persamaannya  adalah  x2 +  y2  =  42    x2 +  y2  =  16 

ii). r = 4√3, maka persamaannya  adalah  x2 +  y2  = (4√3)2    x2 +  y2  =  48  

b. Persamaan lingkaran yang berpusat di O(0, 0) adalah  x2 + y2  =  r2    
Lingkaran melalui titik (6, −8), sehingga diperoleh  62  + (−8)2 =  r2 

   36 + 64  =  r2   
    r2 = 100 

Jadi, persamaan lingkaran dengan pusat O(0, 0) dan melalui titik (6, −8) adalah  
x2  +   y2  =  100. 

c. i).    x2  +   y2  =  121    

 x2  +   y2  =  r2      r2 = 121    

    r  =  √121  = 11 
ii).   x2  +   y2  =   128 
 x2  +   y2  =  r2      r2 = 128    

     r  =  √128 = √64 × 2 = 8√2  
 

2. Persamaan Lingkaran yang Berpusat di M(a, b) dan Berjari-jari r 

Perhatikan gambar di samping.  
Lingkaran L berpusat di M(a, b) 
dan berjari-jari r. 

Misalkan P(x, y) adalah 
sembarang titik yang terletak 
pada lingkaran L.  
Jari-jari MP = r 
MQ  =  x – a  
PQ   =  y – b  
Segitiga PMQ siku-siku di Q, 
maka berdasarkan Theorema 
Phytagoras berlaku :  

MQ2 + PQ2 = MP2  

 (x – a)2  +  (y – b)2  =  r2   

Karena titik P(x, y) diambil sembarang, maka persamaan tersebut juga berlaku umum 
untuk persamaan lingkaran yang berpusat di titik M(a, b) dan memiliki jari-jari r. 
Bentuk persamaan ini disebut bentuk baku persamaan lingkaran.    
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Gambar 1.2. Lingkaran berpusat di M(a, b) 
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persamaan lingkaran yang berpusat di titik M(a, b) 
dan memiliki jari-jari r 

(𝒙 − 𝒂)𝟐 + (𝒚 − 𝒃)𝟐 = 𝒓𝟐 

disebut sebagai bentuk baku persamaan lingkaran. 

 
Contoh 2.  

Tentukan persamaan lingkaran 

a. berpusat di (4, −5) dan memiliki jari-jari  6. 

b. berpusat di (−2, −6) dan memiliki jari-jari  3√2. 

Jawab 

a.   Titik pusat lingkaran (4, −5) dan  jari-jari r = 6, maka persamaannya adalah 
  (x – a)2 + (y – b)2 = r2     
  (x – 4)2 + (y – (−5))2 = 62 
   (x – 4)2 + (y  + 5)2 = 36 

b.   Titik pusat lingkaran (−2, −6) dan jari-jari r = 3√2, maka persamaannya adalah 

 (x – a)2 + (y – b)2 = r2     

    (x – (–2))2 + (y – (−6))2 = (3√2)2 
   (x + 2)2 + (y  + 6)2 = 18 

 
Contoh 3. 

Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran dengan persamaan  
a.   (x + 1)2 + (y  + 3)2 = 81    
b.   (x + 5)2 + (y – 2)2  = 72 

Jawab 

a.   (x + 1)2 + (y  + 3)2 = 81    
   (x − (−1))2 + (y − (−3))2 = 81 

 maka pusat lingkaran (−1, −3) dan jari-jari  r = √81 = 9 

b.   (x + 5)2 + (y – 2)2 = 72  
   (x − (−5))2 + (y − 2)2 = 72 

 maka pusat lingkaran (−5, 2) dan jari-jari  r = √72 =  6√2 
  
Contoh 4. 

Diketahui sebuah lingkaran dengan pusat M(7, −2). Lingkaran tersebut melalui titik 
A(−2, 10). Hitung jari-jari lingkaran, kemudian tentukan persamaannya. 

Jawab 

Jari-jari  r adalah jarak antara titik M(7, −2) dan titik A(−2, 10).  
Dengan menggunakan rumus jarak diperoleh :  

r   =  MA =  √(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2  

=  √(−2 − 7)2 + (10 − (−2))2 

= √(−9)2 + (12)2 = √81 + 144  

= √225 = 15 
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Persamaan lingkaran dengan pusat M(7, −2) dan jari-jari  r = 15 adalah  

(x – a)2 + (y – b)2 = r2 

   (x – 7)2 + (y – (−2))2 = 152    

   (x – 7)2 + (y + 2)2 =  225 

3.    Persamaan Umum Lingkaran 

Dari bentuk baku persamaan lingkaran, kita dapat menentukan bentuk umum 
persamaan lingkaran sebagai berikut. 

(x – a)2  +  (y – b)2  =  r2     x2 – 2ax  + a2  +  y2 – 2by  +  b2  =  r2 

      x2  +  y2  + (–2a)x  + (–2b)y  +  (a2  +  b2 – r2)  =  0 

Misalkan:  A  = –2a      a  =  −
1

2
A 

 B  = –2b      b  =  −
1

2
B 

 C  =  a2  +  b2 – r2         r2  =  a2  +  b2 – C     

        r2  =  (−
1

2
𝐴)

2
+ (−

1

2
𝐵)

2
− 𝐶 

        r  =  √
1

4
𝐴2 +

1

4
𝐵2 − 𝐶 

Diperoleh persamaan umum lingkaran:               x2  +  y2  + Ax  + By  +  C  =  0 

dengan  pusat  (−
1

2
A, −

1

2
B)  dan jari-jari  r  =  √

1

4
𝐴2 +

1

4
𝐵2 − 𝐶 

 

Contoh 5. 

Tuliskan persamaan umum lingkaran yang berpusat di M(−4, 3) dan berjari-jari 7. 

Jawab 

Pusat (−4, 3) dan  r = 7, maka persamaannya: 
(x – a)2 + (y – b)2 = r2      (x – (–4))2 + (y – 3)2 = 72 
   (x + 4)2 + (y  – 3)2 = 49 

 x2 + 8x + 16 + y2 – 6y + 9 = 49 
 x2 + y2  + 8x – 6y – 24 = 0 

atau dengan menentukan  A = −2a ,  B = −2b,  dan  C  =  a2 + b2 – r2 
diperoleh  A = −2(−4) = 8 
   B = −2(3) = −6 
   C =  (−4)2 + 32 – 72  =  16 + 9 – 49  =  –24 

maka persamaan lingkaran adalah   x2  +  y2  + Ax  + By  +  C  =  0   

  x2 + y2  + 8x – 6y – 24 = 0 
 

Contoh 6. 

Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran  L    x2  +  y2  − 6x  + 4y  − 3 = 0 
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Jawab 

Dari soal diperoleh  A =  −6,  B = 4, dan C = −3. 

Pusat lingkaran (−
1

2
A, −

1

2
B) = (−

1

2
(−6), −

1

2
(4)) = (3, −2)   

jari-jari  r   =  √
1

4
𝐴2 +

1

4
𝐵2 − 𝐶  =  √

1

4
(−6)2 +

1

4
(4)2 − (−3) 

    =  √
1

4
(36) +

1

4
(16) + 3 =  √9 + 4 + 3 = √16 = 4  

Contoh 7. 

Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran  dengan persamaan   
4x2  +  4y2  − 80x  + 12y  + 265 = 0 

Jawab 

Pertama, koefisien  x2 dan y2 harus dijadikan satu dengan cara mengalikan persamaan 

dengan 
1

4
, sehingga persamaan menjadi    x2  +  y2  − 20x  + 3y  + 

265

4
 = 0 

Dari persamaan tersebut diperoleh  A = −20,  B = 3,  dan  C = 
265

4
. 

Pusat lingkaran (−
1

2
A, −

1

2
B) = (−

1

2
(−20), −

1

2
(3)) = (10, −

3

2
) 

jari-jari  r  =  √
1

4
𝐴2 +

1

4
𝐵2 − 𝐶 =  √

1

4
(−20)2 +

1

4
(3)2 − (

265

4
) 

= √
1

4
(400) +

1

4
(9) −

265

4
= √

400

4
+

9

4
−

265

4
 

= √
144

4
=

12

2
= 6 

 
4. Persamaan Lingkaran yang Memenuhi Kriteria Tertentu 

Untuk menentukan persamaan suatu lingkaran dapat dilakukan dengan dua cara, 
yaitu: 
a. Tentukan pusat dan jari-jarinya, kemudian substitusikan ke persamaan  

(x – a)2 + (y – b)2 = r2 
b. Tentukan nilai A, B, dan C kemudian substitusikan ke persamaan   

x2 + y2 + Ax + By  + C =  0 
 
Contoh 8. 

Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di O(0, 0) dan menyinggung garis  
3x – 4y + 5 = 0 

Jawab 

Untuk menentukan persamaan lingkaran tersebut, kita harus tahu nilai r. Jari-jari 
lingkaran adalah jarak titik pusat ke garis yang menyinggung lingkaran. 
Jarak sembarang titik (x1, y1) ke sebarang garis  Ax + By + C = 0 adalah 

𝑟 =
|𝐴𝑥1 + 𝐵𝑦1 + 𝐶|

√𝐴2 + 𝐵2
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berarti jarak antara titik O(0, 0) dengan garis 3x – 4y + 5 = 0 adalah :  

𝑟 =
|3(0) − 4(0) + 5|

√32 + (−4)2
=

|5| 

√9 + 16
=

5

5
= 1 

Jadi, persamaan lingkaran yang berpusat di O(0, 0) dan menyinggung garis 3x – 4y + 5 
= 0 adalah x2  +  y2  =  1 

 
Contoh 9. 

Tentukan persamaan lingkaran yang diameternya merupakan ruas garis yang 
menghubungkan titik P(1, −4) dan Q(−3, 2). 

Jawab 

Sketsa di samping menunjukkan titik pusat 
M adalah titik tengah garis PQ. 
Koordinat titik tengah dari sebuah garis PQ 
dengan P(xP, yP) dan Q(xQ, yQ) adalah 

(
𝑥𝑃 + 𝑥𝑃

2
,
𝑦𝑄 + 𝑦𝑄

2
) 

 
Sehingga koordinat titik M adalah :      

M(
1+(−3)

2
,

(−4)+2

2
) =  M(

−2

2
,

−2

2
) = M(−1, −1) 

Panjang garis PQ = √(𝑥𝑄 − 𝑥𝑃)2 + (𝑦𝑄 − 𝑦𝑃)2 = √(−3 − 1)2 + (2 − (−4)2   

= √16 + 36 = √52 
 

Jari – jari  r  =  
1

2
PQ  =  

1

2
√52 

Persamaan lingkaran dengan pusat M(−1, −1) dan jari – jari  r = 
1

2
√52  adalah  

(x – (–1))2 + (y – (–1))2 = (
1

2
√52)

2
    (x  + 1)2  + (y  + 1) 2 = 

52

4
 

   (x  + 1)2  + (y  + 1) 2  = 13 
 

Contoh 10. 

Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di (5, –3) dan menyinggung sumbu Y.  

Jawab 

Berdasarkan gambar diketahui 
bahwa jari-jari lingkaran adalah 5.  
Jadi, persamaan lingkaran dengan 
pusat (5, –3) dan jari – jari  r = 5 
adalah 

(x – a)2 + (y – b)2 = r2 

  (x – 5)2  + (y – (–3)) 2  = 52   

 (x – 5)2  + (y + 3) 2  = 25 
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Q(−3, 2) 

M r 

r 
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-1 
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Gambar 1.3 

Gambar 1.4 
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Contoh 11. 

Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di (2, 1) dan menyinggung garis  4x + 
3y + 4 = 0. 

Jawab 

Jari-jari lingkaran adalah jarak titik (2, 1) dengan garis 4x + 3y + 4 = 0, sehingga 

𝑟 =
|4(2) + 3(1) + 4|

√42 + 32
=

| 15 |

√25
=

15

5
= 3 

Jadi, persamaan lingkaran dengan pusat (2, 1) dan jari-jari 3 adalah  

(x – 2)2 + (y – 1)2 = 32   

   (x – 2)2 + (y – 1)2 =  9 

 
Contoh 12. 

Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik (0, 4), (1, 3), dan (1, –1).  

Jawab 

Misalkan persamaan lingkaran yang melalui titik-titik tersebut adalah   

x2 + y2 + Ax + By + C = 0.  

Kita akan menentukan nilai A, B, dan C sebagai berikut. 

(0, 4) pada lingkaran, maka   02 + 42 + A(0) + B(4) + C = 0    

4B + C =  –16     …......…………….… (1) 

(1, 3) pada lingkaran, maka   12 + 32 + A(1) + B(3) + C = 0    

A + 3B + C =  –10       ...….......…………… (2) 

(1, –1) pada lingkaran, maka   12 + (–1)2 + A(1) + B(–1) + C = 0    

A – B + C =  –2     ……………..… (3) 

Eliminasi C pada persamaan (2) dan (3) diperoleh 

A + 3B + C =  –10 
   A  – B  + C  =  –2 

4B        =  –8      
  B        = –2 

Substitusi  B = –2 ke persamaan (1)  
diperoleh  4(–2) + C = –16    C  =  –16 + 8     C = –8 
 
Substitusi  B = –2 dan C = –8  ke persamaan (2) 
diperoleh  A + 3(–2) + (–8) = –10     A  – 14  =  –10     A =  4 
 
Jadi, persamaan lingkaran yang melalui titik (0, 4), (1, 3), dan (1, –1) adalah  

    x2  +  y2  +  4x – 2y – 8   =  0 
  

− 
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C. Rangkuman 

• Persamaan lingkaran yang berpusat di titik O(0, 0) dan jari-jari r adalah           
𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2. 

• Persamaan lingkaran yang berpusat di titik M(a, b) dan jari-jari r adalah           
(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑟2, disebut persamaan lingkaran bentuk baku. 

• Persamaan umum lingkaran adalah 𝑥2 + 𝑦2 + 𝐴 𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0 dengan titik 

pusat (−
1

2
𝐴, −

1

2
𝐵) dan jari-jari 𝑟 = √

1

4
𝐴2 +

1

4
𝐵2 − 𝐶 . 

• Jarak titik P(x1, y1) ke garis Ax + By + C = 0 dirumuskan oleh   

𝑑 =
|𝐴𝑥1 + 𝐵𝑦1 + 𝐶|

√𝐴2 + 𝐵2
. 

 

D. Latihan Soal   
 

1. Tentukan persamaan lingkaran yang:  

a.  Berpusat di O(0, 0) dan berjari-jari 4√5. 

b.  Berpusat di M(−3, 6) dan berjari-jari  2√7. 

2. Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran dengan persamaan :  
a.   (x – 1)2 + (y + 3)2 = 20    
b.   4x2  +  4y2 –  8x + 12y – 3 = 0 

3. Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di O(0, 0) dan melalui titik       
A(−5, 12). 

4. Diketahui sebuah lingkaran dengan pusat M(1, 6). Lingkaran tersebut melalui 
titik P(2, 3). Hitung jari-jari lingkaran, kemudian tentukan persamaannya. 

5. Tentukan persamaan lingkaran yang diameternya merupakan ruas garis yang 

menghubungkan titik A(0, −2) dan B(4, 4). 

6. Tentukan persamaan lingkaran yang sepusat dengan lingkaran  x2  +  y2 – 4x + 6y 
– 17 = 0  dan menyinggung garis  3x – 4y  + 7 = 0. 

7. Diketahui lingkaran L1 konsentris (sepusat) dengan lingkaran L2 dan melalui titik 
(2, 8). Jika persamaan lingkaran L2 adalah  x2  +  y2 –  x + 2y – 5 = 0, maka tentukan 
persamaan lingkaran L1. 

8. Tentukan persamaan umum lingkaran yang melalui titik P(6, –2), Q(–3, –5), dan 
R(1, 3). 
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KEGIATAN PEMBELAJARAN 2 

KEDUDUKAN TITIK DAN GARIS TERHADAP LINGKARAN 
 

A. Tujuan Pembelajaran 
 

Setelah kegiatan pembelajaran 2 ini diharapkan kalian dapat menentukan kedudukan 
suatu titik dan garis terhadap lingkaran, serta menganalisis secara analitik 
kedudukan suatu titik dan garis terhadap lingkaran. 

B. Uraian Materi 

1. Kedudukan Titik Terhadap Lingkaran  

Jika titik P(x1 , y1) sembarang dan  L adalah lingkaran dengan jari-jari  r, maka ada tiga 
posisi titik P terhadap lingkaran L, yaitu P terletak pada lingkaran, P di dalam 
lingkaran, dan P di luar lingkaran.  

Perhatikan gambar. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

Gambar 2.1. Kedudukan titik terhadap lingkaran 
 
Perhatikan ilustrasi di atas. Titik 𝐵 terletak di dalam lingkaran, 𝐶 pada lingkaran, dan 
𝐷 di luar lingkaran. Kedudukan sebuah titik terhadap lingkaran dapat kita tentukan 
dengan cara membandingkan jarak titik tersebut ke pusat lingkaran dengan panjang 
jari-jari lingkaran. 

PB < r (𝑥𝑏 − 𝑎)2 + (𝑦𝑏 − 𝑏)2 < 𝑟2 Titik B di dalam lingkaran 

PC = r (𝑥𝑐 − 𝑎)2 + (𝑦𝑐 − 𝑏)2 = 𝑟2 Titik C pada lingkaran 

PD > r (𝑥𝑑 − 𝑎)2 + (𝑦𝑑 − 𝑏)2 > 𝑟2 Titik D di luar lingkaran 

 
Dengan menguraikan persamaan di atas, dalam persamaan umum diperoleh 
hubungan 

PB < r 𝑥𝑏
2 + 𝑦𝑏

2 + 𝐴𝑥𝑏 + 𝐵𝑦𝑏 + 𝐶 < 𝑟2 Titik B di dalam lingkaran 

PC = r 𝑥𝑐
2 + 𝑦𝑐

2 + 𝐴𝑥𝑐 + 𝐵𝑦𝑐 + 𝐶 = 𝑟2 Titik C pada lingkaran 

PD > r 𝑥𝑑
2 + 𝑦𝑑

2 + 𝐴𝑥𝑑 + 𝐵𝑦𝑑 + 𝐶 > 𝑟2 Titik D di luar lingkaran 

 
 
 

𝐵(𝑥𝑏 , 𝑦𝑏) 

r 

𝐶(𝑥𝑐 , 𝑦𝑐) 

𝐷(𝑥𝑑 , 𝑦𝑑) 

𝑃(𝑎, 𝑏) 
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Contoh 1. 

Tentukan kedudukan titik A(−3, 5), B(7, 6), dan C(1, −2) terhadap lingkaran  x2 + y2 = 
34. 

Jawab 

Kedudukan titik A, B, dan C terhadap lingkaran x2 + y2 = 34 dapat ditentukan dengan 
cara mensubstitusikan titik A, B, dan C ke ruas kiri persamaan lingkaran (x2 + y2), 
kemudian membandingkan dengan nilai r2 = 34 (di ruas kanan). 

A(−3, 5) = A(𝑥𝑎 , 𝑦𝑎) sehingga 𝑥𝑎 = −3 dan 𝑦𝑎 = 5 

𝑥𝑎
2 + 𝑦𝑎

2 = (−3)2 + 52  

𝑥𝑎
2 + 𝑦𝑎

2 = 9 + 25 = 34 = 𝑟2 

Berarti titik A(−3, 5) terletak pada lingkaran. 
 

B(7, 6)  = B(𝑥𝑏 , 𝑦𝑏) sehingga 𝑥𝑏 = 7 dan 𝑦𝑏 = 6 

𝑥𝑏
2 + 𝑦𝑏

2 = 72 + 62  

𝑥𝑏
2 + 𝑦𝑏

2 = 49 + 36 = 85 > 𝑟2 = 34 

Berarti titik B(7, 6) terletak di luar lingkaran. 
 
C(1, −2) = C(𝑥𝑐 , 𝑦𝑐) sehingga 𝑥𝑐  = 1 dan 𝑦𝑐 = −2 

𝑥𝑐
2 + 𝑦𝑐

2 = 12 + (−2)2  

𝑥𝑐
2 + 𝑦𝑐

2 = 1 + 4 = 5 < 𝑟2 = 34 

Berarti titik C(1, −2) terletak di dalam lingkaran. 
 
Contoh 2. 

Tentukan kedudukan titik A(4, 6), B(6, 2), dan C(1, 1) terhadap lingkaran  
(x – 3)2 + (y + 2)2 = 25. 

Jawab 

Substitusi titik A, B, dan C ke ruas kiri (x – 3)2 + (y + 2)2  kemudian bandingkan 
dengan r2 = 25. 

A(4, 6) = A(𝑥𝑎 , 𝑦𝑎) sehingga 𝑥𝑎  = 4 dan 𝑦𝑎 = 6 

(𝑥𝑎 − 3)2 + (𝑦𝑎 + 2)2 = (4 − 3)2 + (6 + 2)2 
(𝑥𝑎 − 3)2 + (𝑦𝑎 + 2)2 = 12 + 82 = 1 + 64 = 65 > 𝑟2 
Berarti titik A(4, 6) terletak di luar lingkaran. 
 

B(6, 2) = B(𝑥𝑏 , 𝑦𝑏) sehingga 𝑥𝑏 = 6 dan 𝑦𝑏 = 2 

(𝑥𝑏 − 3)2 + (𝑦𝑏 + 2)2 = (6 − 3)2 + (2 + 2)2 
(𝑥𝑏 − 3)2 + (𝑦𝑏 + 2)2 = 32 + 42 = 9 + 16 = 25 = 𝑟2 
Berarti titik B(6, 2) terletak pada lingkaran. 

 
C(1, 1) = C(𝑥𝑐 , 𝑦𝑐) sehingga 𝑥𝑐  = 1 dan 𝑦𝑐 = 1 

(𝑥𝑐 − 3)2 + (𝑦𝑐 + 2)2 = (1 − 3)2 + (1 + 2)2 
(𝑥𝑐 − 3)2 + (𝑦𝑐 + 2)2 = (−2)2 + 32 = 4 + 9 = 13 < 𝑟2 
Berarti titik C(1, 1) terletak di dalam lingkaran. 
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Contoh 3. 

Tentukan kedudukan titik P(2, 1), Q(6, 6), dan R(7, 2) terhadap lingkaran    
x2 + y2 – 4x – 6y – 12 = 0   

Jawab 

Substitusi titik P, Q, dan R ke ruas kiri  x2 + y2 – 4x – 6y – 12 kemudian bandingkan 
dengan 0 di ruas kanan. 

P(2, 1) = P(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) sehingga 𝑥𝑝 = 2 dan 𝑦𝑝 = 1 

𝑥𝑝
2 + 𝑦𝑝

2 − 4𝑥𝑝 − 6𝑦𝑝 − 12 = 22 + 12 − 4(2) − 6(1) − 12 

𝑥𝑝
2 + 𝑦𝑝

2 − 4𝑥𝑝 − 6𝑦𝑝 − 12 = 4 + 1 − 8 − 6 − 12 = −21 < 0 

Berarti titik P(2, 1) terletak di dalam lingkaran. 

Q(6, 6) = Q(𝑥𝑞 , 𝑦𝑞) sehingga 𝑥𝑞 = 6 dan 𝑦𝑞 = 6 

𝑥𝑞
2 + 𝑦𝑞

2 − 4𝑥𝑞 − 6𝑦𝑞 − 12 = 62 + 62 − 4(6) − 6(6) − 12 

𝑥𝑝
2 + 𝑦𝑝

2 − 4𝑥𝑝 − 6𝑦𝑝 − 12 = 36 + 36 − 24 − 36 − 12 = 0 

Berarti titik Q(6, 6) terletak pada lingkaran. 

R(7, 2) = R(𝑥𝑟, 𝑦𝑟) sehingga 𝑥𝑟  = 7 dan 𝑦𝑟 = 2 

𝑥𝑟
2 + 𝑦𝑟

2 − 4𝑥𝑟 − 6𝑦𝑟 − 12 = 72 + 22 − 4(7) − 6(2) − 12 
𝑥𝑝

2 + 𝑦𝑝
2 − 4𝑥𝑝 − 6𝑦𝑝 − 12 = 49 + 4 − 28 − 12 − 12 = 1 > 0 

Berarti titik R(7, 2) terletak di luar lingkaran. 
 

2. Kedudukan Garis Terhadap Lingkaran  

Jika garis 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑛  sembarang dan  L adalah lingkaran dengan jari-jari  r, maka ada 
tiga kedudukan garis terhadap lingkaran L sebagaimana ditunjukkan pada gambar 
berikut. 

 
 
 
 
 
 
 
 

garis memotong lingkaran    garis menyinggung lingkaran      garis tidak memiliki titik potong 
pada dua titik          (memotong pada 1 titik)                   dengan lingkaran.  

Gambar 2.2. Kedudukan garis terhadap lingkaran 
 

Langkah-langkah menentukan kedudukan garis 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑛 terhadap lingkaran L 
sebagai berikut: 

a. Substitusi y dari persamaan garis  𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑛  ke persamaan lingkaran L. 
b. Susun persamaan kuadrat sekutu dalam variabel x (bentuk 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0). 
c. Hitung nilai diskriminan persamaan kuadrat sekutu dengan rumus 𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐. 
d. Periksa tanda diskriminan D dengan kriteria: 

• Jika D > 0 maka garis memotong lingkaran pada dua titik. 
• Jika D = 0 maka garis menyinggung lingkaran (ada satu titik potong) 
• Jika D < 0 maka garis tidak memiliki titik potong dengan lingkaran. 

• 

y = mx + n 

r • 

y = mx + n 

r • 

y = mx + n 

r 
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Kedudukan garis terhadap lingkaran ditentukan oleh nilai 
diskriminan persamaan kuadrat sekutu antara garis dan 
lingkaran. 

• Jika D > 0, maka garis memotong lingkaran pada dua titik. 
• Jika D = 0, maka garis menyinggung lingkaran (1 titik potong). 
• Jika D < 0, maka garis tidak memotong lingkaran. 

 

Contoh 4. 

Tentukan kedudukan garis  x + y – 2 = 0 terhadap lingkaran  x2 + y2 – 4x + 2y – 20 = 0. 

Jawab 

Garis x + y – 2 = 0    y  = –x + 2   
Substitusikan  y  = –x + 2  ke persamaan lingkaran, sehingga diperoleh: 

x2 + (–x + 2)2 – 4x + 2(–x + 2) – 20 = 0 
 x2 + x2 – 4x + 4 – 4x – 2x + 4 – 20 = 0 
 2x2 – 10x  – 12 = 0 
 x2 – 5x  – 6 = 0  
Diperoleh nilai  a = 1, b = −5, dan c = −6. 

Dari persamaan kuadrat sekutu tersebut di atas diperoleh nilai diskriminan 

D = b2 – 4ac   =  (−5)2 – 4(1)(−6)  =  25 + 24 = 49  >  0 

Karena nilai D > 0, maka garis x + y – 2 = 0 memotong lingkaran pada dua titik. 

Untuk menentukan titik potong antara garis dan lingkaran, maka kita memfaktorkan 
persamaan kuadrat sekutu sebagai berikut. 

x2 – 5x  – 6 = 0  (x  + 1)(x – 6) = 0 
  x  + 1 = 0  atau  x – 6 = 0 
  x  = –1  atau  x  = 6 

Selanjutnya, substitusi nilai  x  = –1  dan  x  = 6  ke persamaan garis  y = –x + 2. 
untuk  x  = –1   y = –x + 2  =  –(–1) + 2  =  3 
untuk  x  = 6   y = –x + 2  =  –(6) + 2  =  –4 

sehingga diperoleh titik potong antara garis dan lingkaran pada titik (–1, 3) dan titik 
(6, –4). 
 
Contoh 5. 

Tentukan kedudukan garis 3x + y + 10 = 0 terhadap lingkaran x2 + y2 – 8x + 4y – 20 = 0. 

Jawab 

Garis 3x + y + 10 = 0    y  =  –3x – 10   
Substitusikan  y  = –3x – 10  ke persamaan lingkaran, sehingga diperoleh: 

x2 + (–3x – 10)2 – 8x + 4(–3x – 10) – 20 = 0 
 x2 + 9x2 + 60x + 100 – 8x – 12x – 40 – 20 = 0 
 10x2  + 40x  + 40 = 0 
 x2  + 4x  + 4 = 0         
diperoleh nilai a = 1, b = 4, dan c = 4. 

  

Kedudukan Garis terhadap Lingkaran 
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Dari persamaan kuadrat sekutu tersebut di atas diperoleh nilai diskriminan 
D = b2 – 4ac   
    =  (4)2 – 4(1)(4)  =  16 – 16 = 0 
 
Karena nilai  D = 0, maka garis  3x + y + 10 = 0  memotong lingkaran di satu titik, atau 
dikatakan garis menyinggung lingkaran. 

Titik singgung dapat diperoleh dari penyelesaian persamaan kuadrat sekutu. 

x2  + 4x  + 4 = 0      (x + 2)2 = 0    x = –2  

selanjutnya nilai  x = –2 disubstitusikan ke persamaan garis, diperoleh 
y  =  –3x – 10      y  =  –3(–2) – 10  =  –4 

sehingga diperoleh titik singgung garis dan lingkaran pada titik (–2, –4). 
  
Contoh 6.  

Tentukan kedudukan garis  x + y = 4 terhadap lingkaran  L   x2 + y2 = 3 

Jawab 

Garis x + y = 4    y = 4 – x  
Substitusikan  y = 4 – x   ke persamaan lingkaran, diperoleh :  
x2 + y2 = 3    x2 + (4 – x)2 = 3     
    x2 + 16 – 8x + x2 = 3 
    2x2  –  8x + 13  =  0     
diperoleh nilai a = 2,  b = –8,  c = 13. 

Dari persamaan kuadrat sekutu tersebut di atas diperoleh nilai diskriminan 

D = b2 – 4ac  =  (–8)2 – 4(2)(13)  =  64 – 104 =  –40  < 0 

Karena nilai  D < 0, berarti garis  x + y = 4  tidak memiliki titik potong dengan 
lingkaran (garis berada di luar lingkaran). 

Contoh 7. 

Tentukan nilai  m agar garis  y = mx + 3 menyinggung lingkaran  x2 + y2 = 9. 

Jawab 

Substitusikan  y = mx + 3 ke persamaan lingkaran x2 + y2 = 9, diperoleh :  
x2 + y2 = 9    x2 + (mx + 3)2 = 9     
    x2 + m2x2 + 6mx + 9 = 9 
    (1 + m2)x2  + 6mx  + 9 – 9 =  0     
    (1 + m2)x2  + 6mx  =  0 

diperoleh nilai a = (1 + m2),  b = 6m,  c = 0. 

Dari persamaan kuadrat sekutu tersebut di atas diperoleh nilai diskriminan 

D = b2 – 4ac  =  (6m)2 – 4(1 + m2)(0)  =  36m2 – 0 = 36m2 

Diketahui garis y = mx + 3 menyinggung lingkaran x2 + y2 = 9, berarti nilai diskriminan 
D = 0   
  36m2  = 0   
 m = 0 

Jadi, garis  y = mx + 3 akan menyinggung lingkaran  x2 + y2 = 9 jika nilai m = 0 atau 
persamaan garis adalah y = 3. 
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C. Rangkuman 
 
• Kedudukan titik 𝑃(𝑥1, 𝑦1) terhadap lingkaran 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 

𝑃(𝑥1, 𝑦1) terletak pada lingkaran jika 𝑥1
2 + 𝑦1

2 = 𝑟2 

𝑃(𝑥1, 𝑦1) terletak di luar lingkaran jika 𝑥1
2 + 𝑦1

2 > 𝑟2 

𝑃(𝑥1, 𝑦1) terletak di dalam lingkaran jika 𝑥1
2 + 𝑦1

2 < 𝑟2 

• Kedudukan titik 𝑃(𝑥1, 𝑦1) terhadap lingkaran (𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑟2 

𝑃(𝑥1, 𝑦1) terletak pada lingkaran jika (𝑥1 − 𝑎)2 + (𝑦1 − 𝑏)2 = 𝑟2 

𝑃(𝑥1, 𝑦1) terletak di luar lingkaran jika (𝑥1 − 𝑎)2 + (𝑦1 − 𝑏)2 > 𝑟2 

𝑃(𝑥1, 𝑦1) terletak di dalam lingkaran jika (𝑥1 − 𝑎)2 + (𝑦1 − 𝑏)2 < 𝑟2 

• Kedudukan titik 𝑃(𝑥1, 𝑦1) terhadap lingkaran 𝑥2 + 𝑦2 + 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0 

𝑃(𝑥1, 𝑦1) terletak pada lingkaran jika 𝑥1
2 + 𝑦1

2 + 𝐴𝑥1 + 𝐵𝑦1 + 𝐶 = 0 

𝑃(𝑥1, 𝑦1) terletak di luar lingkaran jika 𝑥1
2 + 𝑦1

2 + 𝐴𝑥1 + 𝐵𝑦1 + 𝐶 > 0 

𝑃(𝑥1, 𝑦1) terletak di dalam lingkaran jika 𝑥1
2 + 𝑦1

2 + 𝐴𝑥1 + 𝐵𝑦1 + 𝐶 < 0 

• Kedudukan garis terhadap lingkaran ditentukan oleh nilai diskriminan 
persamaan kuadrat sekutu antara garis dan lingkaran. 

Jika D > 0, maka garis memotong lingkaran pada dua titik. 

Jika D = 0, maka garis menyinggung lingkaran (1 titik potong). 

Jika D < 0, maka garis tidak memotong lingkaran. 

 

D. Latihan Soal 
 

1. Tentukan kedudukan titik-titik berikut terhadap lingkaran berpusat di titik (1, 3) 
dengan jari-jari 5. 
a.  A(7, 5)   
b.  B(6, 3) 

2. Tentukan nilai  n  jika titik A(–3, n) terletak pada lingkaran  x2 + y2 = 13. 

3. Tentukan kedudukan titik-titik berikut terhadap lingkaran  x2 + y2 – 8x + 12y + 36 = 0. 
a.  P(1, 2)   
b.  Q(4, –2)   

4. Jika titik (1, 3) terletak pada lingkaran  3x2 + 3y2  + ax – 6y – 9 = 0, tentukan: 
a. nilai a  
b. pusat dan jari-jari lingkaran. 

5. Tentukan kedudukan garis  y = x + 6  terhadap lingkaran  x2 + y2 – 8x – 4y – 4 = 0  

6. Tentukan kedudukan garis y – x + 2 = 0 terhadap lingkaran  x2 + y2 – 12x + 8y + 20 = 0. 

7. Tentukan kedudukan garis  y = 2x + 8  terhadap lingkaran  x2 + y2  + 4x + 2y – 20 = 
0. Kemudian tentukan titik potongnya jika ada. 

8. Tentukan nilai  c sehingga garis  y = –2x + c  menyinggung  lingkaran  x2 + y2 – 4x – 
y +  3 = 0.  
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KEGIATAN PEMBELAJARAN 3 

PERSAMAAN GARIS SINGGUNG LINGKARAN 
 

A. Tujuan Pembelajaran 
 

Setelah kegiatan pembelajaran 3 ini diharapkan kalian dapat menentukan persamaan 
garis singgung lingkaran yang melalui suatu titik pada lingkaran, persamaan garis 
singgung lingkaran dengan gradien m, dan persamaan garis singgung lingkaran yang 
melalui titik di luar lingkaran. 

B. Uraian Materi 
 

1. Persamaan Garis Singgung Melalui Sebuah Titik pada Lingkaran 

Misalkan titik P(x1,  y1) terletak pada 
lingkaran dengan pusat O(0, 0) dan 
berjari-jari r. Kemudian dibuat suatu 
garis singgung yang melalui titik P 
seperti pada gambar.  
Persamaan umum garis singgung 
tersebut adalah 𝑦 − 𝑦1 = 𝑚(𝑥 − 𝑥1).  
Gradien garis yang menghubungkan 
titik O(0, 0) dan titik P(x1,  y1) adalah 

 𝑚𝑂𝑃 =  
𝛥𝑦

𝛥𝑥
=

𝑦1−0

𝑥1−0
  =

𝑦1

𝑥1
 

Garis singgung lingkaran dan garis 
OP saling tegak lurus sehingga   

𝑚 × 𝑚𝑂𝑃 = −1 

𝑚 =
−1

𝑚𝑂𝑃
=

−1
𝑦1

𝑥1

=
−𝑥1

𝑦1
 

𝑚 = 
−𝑥1

𝑦1
  disubstitusikan ke persamaan umum garis singgung  𝑦 − 𝑦1 = 𝑚(𝑥 − 𝑥1), 

sehingga diperoleh :        

(𝑦 − 𝑦1) =
−𝑥1

𝑦1
(𝑥 − 𝑥1) 

𝑦1(𝑦 − 𝑦1) = −𝑥1(𝑥 − 𝑥1) 

𝑦1𝑦 − 𝑦1
2 = −𝑥1𝑥 + 𝑥1

2 

𝑥1𝑥 + 𝑦1𝑦 =   𝑥1
2 + 𝑦1

2 

𝒙𝟏𝒙 + 𝒚𝟏𝒚 =  𝒓𝟐 
 

Jadi, persamaan garis singgung melalui titik 𝑃(𝑥1, 𝑦1) 
pada lingkaran 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 adalah 

𝑥1𝑥 + 𝑦1𝑦 = 𝑟2. 

 
 

Garis singgung 

O(0, 0) 

P(x1, y1) 
r 

x2 + y2 = r2 

X 

Y 

Gambar 3.1. Garis singgung lingkaran 
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Dengan cara penurunan yang sama, persamaan garis 
singgung melalui titik singgung  𝑃(𝑥1, 𝑦1) yang terletak 
pada lingkaran dengan persamaan:  

a. (𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑟2  adalah   

 (𝑥1 − 𝑎)(𝑥 − 𝑎) + (𝑦1 − 𝑏)(𝑦 − 𝑏) = 𝑟2 

b. 𝑥2 + 𝑦2 + 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0  adalah  

  𝑥1𝑥 + 𝑦1𝑦 +
𝐴

2
(𝑥1 + 𝑥) +

𝐵

2
(𝑦1 + 𝑦) + 𝐶 = 0 

 
 
Contoh 1. 

Tentukan persamaan garis singgung yang melalui titik P(8, −6) pada lingkaran 𝑥2 +
𝑦2 = 100. 

Jawab 

Kita periksa dahulu apakah titik P(8, −6) terletak pada lingkaran 𝑥2 + 𝑦2 = 100.  
P(8, − 6)   82 + (−6)2  ? 100 
  64 + 36  = 100  (benar) 
Berarti titik P(8, −6) terletak pada lingkaran dan merupakan titik singgung. 

Persamaan garis singgung melalui titik P(8, −6) pada lingkaran 𝑥2 + 𝑦2 = 100 dapat 
ditentukan dengan rumus 

𝑥1𝑥 + 𝑦1𝑦 = 100  dengan x1 = 8 dan y1 = −6 
8𝑥 + (−6)𝑦 = 100 
8𝑥 − 6𝑦 = 100 
4𝑥 − 3𝑦 = 50   atau   4𝑥 − 3𝑦 − 50 = 0   

Jadi, persamaan garis singgung yang melalui titik P(8, −6) pada lingkaran 𝑥2 + 𝑦2 =
100 adalah 4𝑥 − 3𝑦 − 50 = 0.   
 
Contoh 2. 

Tentukan persamaan garis singgung yang melalui titik Q(10, 9) pada lingkaran 
(𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 4)2 = 169.  

Jawab 

Kita periksa dahulu apakah titik Q(10, 9) terletak pada lingkaran (𝑥 + 2)2 +
(𝑦 − 4)2 = 169.  
Q(10, 9)   (10 + 2)2 + (9 − 4)2  ? 169 
  122 + 52 = 144 + 25  = 169  (benar) 
Berarti titik Q(10, 9) terletak pada lingkaran dan merupakan titik singgung. 

Persamaan garis singgung melalui titik Q(10, 9) pada lingkaran (𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 4)2 =
169 dapat ditentukan dengan rumus 

(𝑥1 + 2)(𝑥 + 2) + (𝑦1 − 4)(𝑦 − 4) = 169  dengan x1 = 10 dan y1 = 9 
(10 + 2)(𝑥 + 2) + (9 − 4)(𝑦 − 4) = 169 
12(𝑥 + 2) + 5(𝑦 − 4) = 169 
12𝑥 + 24 + 5𝑦 − 20 = 169          12𝑥 + 5𝑦 − 165 = 0    
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Jadi, persamaan garis singgung yang melalui titik Q(10, 9) pada lingkaran (𝑥 + 2)2 +
(𝑦 − 4)2 = 169 adalah 12𝑥 + 5𝑦 − 165 = 0. 
Contoh 3.  

Tentukan persamaan garis singgung yang melalui titik R(7, −2) pada lingkaran 𝑥2 + 𝑦2 −
8𝑥 + 12𝑦 + 27 = 0.  

Jawab 

Kita periksa dahulu apakah titik R(7, −2) terletak pada lingkaran 𝑥2 + 𝑦2 − 8𝑥 + 12𝑦 +
27 = 0. 
R(7, −2)    72 + (−2)2 − 8(7) + 12(−2) + 27  ?  0 
  49 + 4 – 56 – 24 + 27  ?  0   
      0  =  0 (benar) 
Berarti titik R(7, −2) terletak pada lingkaran dan merupakan titik singgung. 

Persamaan garis singgung melalui titik R(7, −2) pada lingkaran 𝑥2 + 𝑦2 − 8𝑥 + 12𝑦 +
27 = 0  dapat ditentukan dengan rumus 

𝑥1𝑥 + 𝑦1𝑦 −
8

2
(𝑥1 + 𝑥) +

12

2
(𝑦1 + 𝑦) + 27 = 0 dengan x1 = 7 dan y1 = −2 

7𝑥 + (−2)𝑦 −
8

2
(7 + 𝑥) +

12

2
(−2 + 𝑦) + 27 = 0 

7𝑥 − 2𝑦 − 4(7 + 𝑥) + 6(−2 + 𝑦) + 27 = 0 

7𝑥 − 2𝑦 − 28 − 4𝑥 − 12 + 6𝑦 + 27 = 0 

3𝑥 + 4𝑦 − 13 = 0 

Jadi, persamaan garis singgung yang melalui titik R(7, −2) pada lingkaran 𝑥2 + 𝑦2 −
8𝑥 + 12𝑦 + 27 = 0  adalah 3𝑥 + 4𝑦 − 13 = 0. 
 

2. Persamaan Garis Singgung Yang Gradiennya Diketahui  

Sebuah garis yang mempunyai 
gradien  m  dan melalui titik (0, c) 
dinyatakan dengan 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐. Jika 
garis tersebut menyinggung 
lingkaran 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2, maka  
persamaan garis singgung 
lingkaran tersebut dapat diperoleh 
dengan langkah-langkah berikut. 

 

 

 

 

Substitusikan 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐 ke dalam persamaan lingkaran 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2, sehingga 
diperoleh  

  x2 + (mx + c) 2 =  r2 

x2 + m2x2 + 2mcx + c 2 =  r2 

x2 + m2x2 + 2mcx + c 2−  r2  =  0 

(1 + m2) x2 + 2mcx + c 2−  r2  =  0 

Gambar 3.2. Garis singgung lingkaran gradien m 

Garis singgung 

O 

y = mx + c 
x2 + y2 = r2 

(0, c) 
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Garis menyinggung lingkaran (memotong lingkaran pada satu titik) jika nilai 
diskriminan persamaan kuadrat di atas sama dengan 0  (D = b2 – 4ac = 0) 

D = 0 
(2mc)2 −  4(1 + m2)(c 2−  r2)  =  0 

4m2c2 −  4 (c2 +  m2c 2 −   r2 −  m2r2)  =  0 

4m2c2 −  4c2 −  4m2c 2 + 4r2 +   4m2r2  =  0 

− 4c2  +  4r2  +   4m2r2  =  0 

4c2  =  4r2  +   4m2r2   

  c2  =   r2  +    m2r2    

  c2  =   r2(1  +   m2) 

   c  =  ± 𝑟√𝑚2 + 1  

Jadi, persamaan garis singgung lingkaran  𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2  yang mempunyai gradien  m  
adalah 

𝑦 = 𝑚𝑥 ±  𝑟√𝑚2  +  1 

Dengan cara yang sama, persamaan garis singgung dengan gradien  m  pada lingkaran 
dengan persamaan baku (𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑟2 dirumuskan oleh 

𝑦 − 𝑏 = 𝑚(𝑥 − 𝑎) ±  𝑟√𝑚2   +  1 

Untuk persamaan lingkaran dalam bentuk umum 𝑥2 + 𝑦2 + 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0, maka 
terlebih dahulu diubah ke dalam bentuk baku (𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑟2 atau langsung 

menentukan pusat lingkaran (−
1

2
𝐴, −

1

2
𝐵) dan jari-jari 𝑟 = √

1

4
𝐴2 +

1

4
𝐵2 − 𝐶, 

kemudian menentukan persamaan garis singgungnya dengan rumus di atas. 
 

 

Misalkan  m1 adalah gradien garis g1  dan  m2  adalah  
gradien garis  g2.  

• Jika  garis  g1  sejajar  dengan  garis  g2,  maka 
berlaku  m1  =  m2 

• Jika  garis  g1  tegak lurus  garis  g2,  maka berlaku   

m1 × m2  =  − 1  atau   𝑚1 =
−1

𝑚2
 

 
 

Contoh 4. 

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran 𝑥2 + 𝑦2 = 36 yang bergradien 2. 

Jawab 

Diketahui  r  =  6  dan  m =  2, maka persamaan garis singgungnya adalah 

𝑦 = 𝑚𝑥 ± 𝑟 √𝑚2   +  1    

   𝑦 = 2𝑥 ± 6√22   +  1 

Hubungan Antara Gradien 2 Garis 
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   𝑦 = 2𝑥 ± 6√5 

Jadi, persamaan garis lingkaran 𝑥2 + 𝑦2 = 36 yang bergradien 2 adalah  

𝑦 = 2𝑥 + 6√5  dan  𝑦 = 2𝑥 − 6√5. 
 
Contoh 5. 

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran (𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 4)2 = 169 yang 
sejajar dengan garis  y = 3x + 5. 

Jawab 

Garis y = 3x + 5 mempunyai gradien m1 = 3. Garis singgung lingkaran sejajar garis  y = 
3x + 5 , berarti gradien garis singgung adalah m = 3. (sejajar, maka m = m1) 

Jari-jari lingkaran  r =  √169 =  13,  maka persamaan garis singgungnya adalah 

(𝑦 − 𝑏) = 𝑚(𝑥 − 𝑎) ± 𝑟√𝑚2 + 1 

(𝑦 − 4) = 3(𝑥 + 2) ± 13√32 + 1 

𝑦 = 3𝑥 + 6 + 4 ± 13√10 

𝑦 = 3𝑥 + 10 ± 13√10 

Jadi, persamaan garis singgung lingkaran (𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 4)2 = 169 yang sejajar 

dengan garis  y = 3x + 5 adalah 𝑦 = 3𝑥 + 10 + 13√10  dan 𝑦 = 3𝑥 + 10 − 13√10.   
 
Contoh 6. 

Tentukan persamaan garis singgung pada lingkaran 𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑥 + 8𝑦 = 0  yang 
tegak lurus dengan garis  3x +  4y – 8 = 0 

Jawab 
Garis   3x +  4y – 8 = 0       4y  = −3x + 8    

   𝑦 = −
3

4
𝑥 +  

8

4
 , berarti  gradien  m1 = −

3

4
. 

Garis singgung lingkaran tegak lurus garis  3x +  4y – 8 = 0, sehingga berlaku : 

𝑚 =
−1

𝑚1
=

−1
−3

4

=
4

3
 

Pusat lingkaran (−
1

2
𝐴, −

1

2
𝐵) = (−

1

2
(−6), −

1

2
(8)) = (3, −4)  

Jari-jari   𝑟 = √
1

4
𝐴2 +

1

4
𝐵2 − 𝐶 =  √

1

4
(−6)2 +

1

4
(8)2 − 0 =  √9 + 16 =  5 

maka persamaan garis singgungnya adalah  

(𝑦 − 𝑏) = 𝑚(𝑥 − 𝑎) ± 𝑟√𝑚2   +  1 

(𝑦 + 4) =
4

3
(𝑥 − 3) ± 5√(

4

3
)

2

+ 1 

(𝑦 + 4) =
4

3
(𝑥 − 3) ± 5√

16

9
+

9

9
 

(𝑦 + 4) =
4

3
(𝑥 − 3) ± 5 (

5

3
) 

3(𝑦 + 4) = 4(𝑥 − 3) ± 25 

3𝑦 + 12 = 4𝑥 − 12 ± 25 
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3𝑦 = 4𝑥 − 24 ± 25 
4𝑥 − 3𝑦 −  24 ± 25 = 0 

Jadi, persamaan garis singgung pada lingkaran 𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑥 + 8𝑦 = 0  yang tegak 
lurus dengan garis  3x +  4y – 8 = 0 adalah  4𝑥 − 3𝑦 + 1 = 0  dan  4𝑥 − 3𝑦 − 49 = 0. 
 
3. Persamaan Garis Singgung Melalui Suatu Titik Di Luar Lingkaran 

Dari sebuah titik 𝑃(𝑥1, 𝑦1) di luar 
lingkaran selalu dapat dibuat  
dua buah garis singgung pada 
lingkaran (lihat gambar).  
Persamaan garis singgung 
melalui titik 𝑃(𝑥1, 𝑦1) di luar 
lingkaran dapat ditentukan 
dengan 3 cara : 

a. Menggunakan diskriminan 
persamaan kuadrat 
sekutu. 

b. Menggunakan rumus 
persamaan garis singgung 
dengan gradien diketahui. 

c. Mencari titik singgung 
dengan cara menentukan 
persamaan garis kutub 
(polar) dari titik P dan 
memotongkannya dengan 
lingkaran. 

 

Contoh 

Tentukan persamaan garis singgung pada lingkaran 𝑥2 + 𝑦2 = 36 yang melalui titik  
P(8, 0) di luar lingkaran. 

Jawab 

a. Dengan menggunakan diskriminan persamaan kuadrat sekutu 

Titik P(8, 0) terletak di luar lingkaran  𝑥2 + 𝑦2 = 36, karena  82 + (0)2 = 64  > 36. 
Persamaan garis singgung melalui titik P(8, 0) dimisalkan  
  y  –  y1  =  m (x  –  x1) 
  y  –  0   =  m (x  –  8)       y  =  mx  –  8m   ……… ( * ) 
Persamaan  y  =  mx – 8m  disubstitusikan ke dalam persamaan lingkaran, diperoleh 
persamaan kuadrat sekutu, 

  x2 + y2 =  36 
  x2 + (mx – 8m) 2 =  36 
  x2 + m2x2  –  16m2x  +   64m2  =  36 
  (1 + m2) x2  –  16m2x  +   (64m2  –  36) =  0 

  diperoleh  a =  (1 + m2) ,  b =  – 16m2,  dan   c  =  64m2  –  36 

Agar garis menyinggung lingkaran, maka diskriminan persamaan kuadrat sekutu 
sama dengan nol ( D = 0 ) 

  D  =  b2  –  4ac 
  (–16m2)2 –  4(1 + m2)(64m2 – 36)  =  0 

Gambar 3.3. Garis singgung lingkaran melalui titik di 
luar lingkaran 

garis kutub 

Q 

S 

• 
M(a, b) 

𝑦 − 𝑦1 = 𝑚(𝑥 − 𝑥1) 

𝑃(𝑥1, 𝑦1) 
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  256m4  –  4(64 m2  – 36  +  64m4  –  36m2)  =  0 
  256m4  –  4(28 m2  – 36  +  64m4 )  =  0 
  256m4  –  112 m2  + 144  –  256m4  =  0 
  – 112m2   + 144    =  0 
  112m2   =  144 

7m2   =   9 ………………… (kedua ruas dibagi dengan 16) 

𝑚2 =  
9

7
 

𝑚 = ± √
9

7
= ±

3

√7
= ±

3

7
√7 

𝑚 =
3

7
√7    atau  𝑚 =  −

3

7
√7 

 
Nilai  gradien  m  yang diperoleh disubstitusikan ke dalam persamaan (*) sehingga 
diperoleh dua garis singgung, yaitu: 

  y  =  mx  –  8m      dan   y  =  mx  –  8m    

  y  =  
3

7
√7x  –  8(

3

7
√7)       y  =  – 

3

7
√7x  –  8(–

3

7
√7)    

  y  =  
3

7
√7x  –  

24

7
√7       y  =  – 

3

7
√7x  +  

24

7
√7 

  3√7x  –  7y  – 24√7 =  0     3√7x  +  7y  – 24√7 =  0 
 

b.  Menggunakan rumus persamaan garis singgung dengan gradien m 

Persamaan garis singgung melalui titik P(8, 0) dimisalkan  
  y  –  y1  =  m (x  –  x1) 
  y  –  0   =  m (x  –  8)       y  =  mx  –  8m   ……… ( * ) 

Persamaan garis singgung lingkaran x2 +  y2 =  36  dengan gradien  m  adalah  

 𝑦 = 𝑚𝑥 ± 𝑟√𝑚2   +  1  dengan  r 2 = 36    r = 6 

 𝑦 = 𝑚𝑥 ± 6√𝑚2   +  1    …………….. (**) 

Selanjutnya ruas kanan persamaan (*) dan (**) disamakan, sehingga diperoleh, 

 𝑚𝑥 ± 6√𝑚2   +  1   =   mx  –  8m    

 ±6 √𝑚2   +  1   =   – 8m    

 36(𝑚2   +  1)    =   64m2   ……………….. (kedua ruas dikuadratkan) 

 36𝑚2   +  36     =   64m2 

 28 m2  =  36 

 7m2  =  9    …………………. (kedua ruas dibagi 7)  

𝑚2 =  
9

7
 

𝑚 = ± √
9

7
= ±

3

√7
= ±

3

7
√7 

𝑚 =
3

7
√7    atau  𝑚 =  −

3

7
√7 
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Selanjutnya nilai  m disubstitusikan ke dalam persamaan (*) sehingga diperoleh dua 
garis singgung seperti pada cara diskriminan, yaitu 

  y  =  
3

7
√7x  –  

24

7
√7      dan    y  =  – 

3

7
√7x  +  

24

7
√7 

   3√7x  –  7y  – 24√7 =  0   dan  3√7x  +  7y  – 24√7 =  0 
 
c.  Menggunakan Persamaan Garis Kutub 

Persamaan lingkaran  x2 + y2 =  36 
Karena P(x1,  y1) =  P(8, 0) di luar lingkaran maka persamaan garis kutubnya adalah    

   x1 x  +  y1 y  =  36 
   8 x  +  0 y  =  36 

   x   =  
36

8
 =  

9

2
 

Untuk menentukan titik singgungnya, substitusikan  x   =  
9

2
  ke persamaan lingkaran, 

diperoleh: 
    x2   +   y2    =  36 

   (
9

2
)

2
 +   y2  =  36 

   y2  =  36  –  
81

4
  

   y2  =   
63

4
       y  =  ±√

63

4
  = ±

3

2
√7 

 

Diperoleh titik singgung lingkaran  (
9

2
,  

3

2
√7) dan  (

9

2
, −

3

2
√7) 

Persamaan garis singgung lingkaran : x1 x  +  y1 y  =  36. 

Untuk (
9

2
,  

3

2
√7) diperoleh persamaan  

9

2
𝑥 +

3

2
√7𝑦 = 36      3𝑥 + √7 𝑦 − 24 = 0. 

Untuk (
9

2
,  −

3

2
√7) diperoleh persamaan 

9

2
𝑥 −  

3

2
√7𝑦 = 36    3𝑥 − √7𝑦 − 24 = 0. 

 
 
 

Apabila titik 𝑃(𝑥1, 𝑦1) di luar lingkaran, maka persamaan 
garis kutub (polar) sebagai berikut.  
 
❖ x2 +  y2 =  r 2  persamaan garis kutub adalah 

 x1 x  +   y1 y  =  r 2 

❖ (x – a)2 +  (y – b)2 =  r 2  persamaan garis kutub 
adalah  (x1 – a)(x – a) +  (y1 – b)(y – b) =  r2 

❖ x2 + y2 + Ax + By + C = 0   persamaan garis kutub 
adalah 

𝑥1𝑥 + 𝑦1𝑦 +
𝐴

2
(𝑥1 + 𝑥) +

𝐵

2
(𝑦1 + 𝑦) + 𝐶 = 0 

 
 
  
 
  

Persamaan Garis Kutub 
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C. Rangkuman 
 

• Persamaan garis singgung melalui titik 𝑃(𝑥1, 𝑦1) pada lingkaran 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 
adalah 𝑥1𝑥 + 𝑦1𝑦 = 𝑟2. 

• Persamaan garis singgung melalui titik 𝑃(𝑥1, 𝑦1) pada lingkaran (𝑥 − 𝑎)2 +
(𝑦 − 𝑏)2 = 𝑟2 adalah (𝑥1 − 𝑎)(𝑥 − 𝑎) + (𝑦1 − 𝑏)(𝑦 − 𝑏) = 𝑟2. 

• Persamaan garis singgung melalui titik 𝑃(𝑥1, 𝑦1) pada lingkaran 𝑥2 + 𝑦2 + 𝐴𝑥 +

𝐵𝑦 + 𝐶 = 0 adalah 𝑥1𝑥 + 𝑦1𝑦 +
𝐴

2
(𝑥1 + 𝑥) +

𝐵

2
(𝑦1 + 𝑦) + 𝐶 = 0. 

• Persamaan garis singgung lingkaran  𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2  yang mempunyai gradien  m  

adalah 𝑦 = 𝑚𝑥 ±  𝑟√𝑚2   +  1. 

• Persamaan garis singgung lingkaran  (𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑟2   yang mempunyai 

gradien  m  adalah (𝑦 − 𝑏) = 𝑚(𝑥 − 𝑎) ±  𝑟√𝑚2   +  1. 

• Persamaan garis singgung melalui titik 𝑃(𝑥1, 𝑦1) di luar lingkaran dapat 
ditentukan dengan 3 cara, yaitu: 
1. menggunakan diskriminan persamaan kuadrat sekutu. 
2. menggunakan rumus persamaan garis singgung dengan gradien diketahui. 
3. mencari titik singgung dengan cara menentukan persamaan garis kutub 

(polar) dari titik P dan memotongkannya dengan lingkaran. 
 

D. Latihan Soal 
 

1. Tentukan persamaan garis singgung yang melalui titik  K(−5, 7) pada lingkaran  
x2 + y2 =  74. 

2. Tentukan persamaan garis singgung yang melalui titik  M(2, 4) pada lingkaran    
(x + 4)2 + (y – 2)2 =  40.  

3. Tentukan persamaan garis singgung yang melalui titik  P(8, 2) pada lingkaran   x2 + y2 
− 12x + 4y + 20 = 0.    

4. Persamaan garis singgung pada lingkaran  
x2 +  y2 =  100  di titik (−8, 6) menyinggung 
lingkaran dengan pusat  (−4, 8) dan jari-jari 
r  seperti pada gambar. Tentukan nilai   r . 

 

 

 

 

 

 

5. Tentukan persamaan garis singgung  pada lingkaran x2 + y2 = 20  yang bergradien  
2. 

6. Tentukan persamaan garis singgung lingkaran  x2 + y2 = 16  yang tegak lurus  
garis  2x – y – 8 = 0. 

7. Tentukan persamaan garis singgung  yang sejajar  garis  y + 2x – 1 = 0  pada 
lingkaran (x – 2)2 + (y – 1)2 = 25. 

x2 +  y2 =  100 
(−8, 6) 

(−4, 8) 
r 

garis singgung 
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8. Garis  x = 5  memotong lingkaran  x2 +  y2 –  4x  –  6y  –  12 = 0  di dua titik.  

a.  Tentukan koordinat  kedua titik tersebut 
b.  Tentukan persamaan garis singgung lingkaran melalui dua titik tersebut. 

9. Tentukan persamaan garis singgung pada lingkaran  x2 + y2 =  25  yang melalui 
titik  T(7, 0) di luar lingkaran. 

10. Tentukan persamaan garis singgung pada lingkaran  x2 +  y2 = 25  yang melalui 
titik  (−1, 7) di luar lingkaran. 
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KEGIATAN PEMBELAJARAN 4 

KEDUDUKAN DUA LINGKARAN 
 

A. Tujuan Pembelajaran 
 

Setelah kegiatan pembelajaran 3 ini diharapkan kalian dapat menentukan kedudukan 
dua lingkaran, menentukan persamaan berkas lingkaran, dan menyelesaikan masalah 
terkait kedudukan dua lingkaran. 

B. Uraian Materi 
 

1. Kedudukan Dua Lingkaran 

Misalkan terdapat dua buah lingkaran L1 dan L2, dimana  

L1  𝑥2 + 𝑦2 + 𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1 = 0 dengan pusat  P1 dan jari-jari  𝑟1,  

L2  𝑥2 + 𝑦2 + 𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2 = 0,  dengan pusat  P2 dan jari-jari  𝑟2. 

Kedudukan dari kedua lingkaran L1 dan L2 ada beberapa kemungkinan,  yaitu: 

a. Dua lingkaran berpotongan 

Perhatikan gambar di samping! 
Lingkaran L1 dan L2 berpotongan 
di dua titik, D dan E. Segmen 
garis DE disebut tali busur 
sekutu.  
Perhatikan segitiga DP1P2. Dalam 
ketaksamaan segitiga diketahui 
bahwa jumlah dua sisi segitiga 
selalu lebih besar dari pada sisi 
ketiganya. Berdasarkan hal 
tersebut, maka dua lingkaran 
berpotongan jika jarak    

P1P2 < r1 + r2 . 

 
b. Dua lingkaran bersinggungan 

Ada dua kemungkinan untuk dua 
lingkaran saling bersinggungan, 
yaitu bersinggungan luar atau 
bersinggungan dalam. 

Pada gambar di samping 
ditunjukkan dua lingkaran yang 
saling bersinggungan luar. Hal 
ini dapat terjadi jika jarak antara 
kedua pusat lingkaran sama 
dengan jumlah jari-jari kedua 
lingkaran tersebut. 

Bersinggungan Luar:   
P1P2 = r1 + r2 . 

 

Gambar 4.2. Dua lingkaran bersinggungan luar 

Gambar 4.1. Dua lingkaran berpotongan 



Modul Matematika Peminatan Kelas XI KD 3.3 
 

@2020, Direktorat SMA, Direktorat Jenderal PAUD, DIKDAS dan DIKMEN 45 

 

Pada gambar di samping ditunjukkan 
dua lingkaran yang saling 
bersinggungan dalam.  

Hal ini dapat terjadi jika jarak antara 
kedua pusat lingkaran sama dengan 
selisih jari-jari kedua lingkaran 
tersebut. 

Bersinggungan dalam:   

P1P2 = |r1 – r2| 
 
 
 

c. Dua lingkaran tidak berpotongan atau bersinggungan 

Pada gambar di samping 
ditunjukkan dua lingkaran yang 
tidak berpotongan atau 
bersinggungan. Hal ini dapat 
terjadi jika jarak antara kedua 
pusat lingkaran lebih besar 
daripada jumlah jari-jari kedua 
lingkaran tersebut. 

Tidak Berpotongan :   

P1P2 > r1 + r2  
 

d. Dua lingkaran berpotongan tegak lurus (Orthogonal) 

Dua lingkaran dikatakan 
berpotongan orthogonal (tegak 
lurus) jika garis singgung kedua 
lingkaran yang melalui titik 
potong kedua lingkaran 
membentuk sudut 90o (atau 
saling tegak lurus), seperti yang 
ditunjukkan pada gambar di 
samping. 

Dua lingkaran berpotongan 
tegak lurus jika dipenuhi syarat 
kuadrat jarak antara pusat 
kedua lingkaran (P1P22) sama 
dengan jumlah kuadrat jari-
jarinya  (r1

2 + r2
2). 

Dua lingkaran orthogonal :  (P1P2) 2  = r12 + r22 . 

Catatan: 
Jika lingkaran L1  𝑥2 + 𝑦2 + 𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1 = 0  dan lingkaran  L2  𝑥2 + 𝑦2 +
𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2 = 0, maka kedua lingkaran juga akan berpotongan tegak lurus jika 
memenuhi syarat: 

2A1A2 + 2B1B2 = C1 + C2 
 
 

Gambar 4.3. Dua lingkaran bersinggungan dalam 

Gambar 4.4. Dua lingkaran tidak berpotongan 

Gambar 4.5. Dua lingkaran berpotongan  
tegak lurus 
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e. Lingkaran L2 memotong dan membagi dua sama besar lingkaran L1 

Gambar di samping menunjukkan 
lingkaran L2 membagi dua sama 
besar lingkaran L1. Hal ini terjadi 
jika dipenuhi syarat kuadrat jarak 
antara pusat kedua lingkaran 
(P1P22) sama dengan selisih 
kuadrat jari-jarinya  (r22 – r12). 

Lingkaran L2 memotong dan 
membagi dua sama besar 
lingkaran L1 :   

(P1P2) 2  = r22 – r12 
 

 
 

Contoh 1. 

Tunjukkan bahwa  lingkaran 𝑥2 + 𝑦2 − 16𝑥 − 20𝑦 + 115 = 0 dan lingkaran 𝑥2 +
𝑦2 + 8𝑥 − 10𝑦 + 5 = 0  saling bersinggungan dan carilah titik singgungnya. 

Jawab 

Misalkan kedua lingkaran adalah L1 dan L2. 

L1  𝑥2 + 𝑦2 − 16𝑥 − 20𝑦 + 115 = 0 

Pusat P1(−
1

2
(−16), −

1

2
(−20))= P1(8, 10) 

Jari-jari  r1 = √82 + 102 − 115 = √64 + 100 − 115 = √49 = 7 

L1  𝑥2 + 𝑦2 + 8𝑥 − 10𝑦 + 5 = 0   

Pusat P2(−
1

2
(8), −

1

2
(−10))= P2(–4 , 5) 

Jari-jari  r2 = √(−4)2 + 52 − 5 = √16 + 25 − 5 = √36 = 6 

Untuk menentukan jenis kedudukan kedua lingkaran, maka perlu dibandingkan jarak 
antara pusat P1P2 dengan jumlah jari-jari kedua lingkaran r1 + r2.  

Jarak P1P2  = jarak antara titik (8, 10) dan (–4 , 5) 

P1P2  = √(8 − (−4))2 + (10 − 5)2 

= √122 + 52 = √144 + 25 

= √169 = 13 

Jumlah jari-jari  r1 + r2 = 7 + 6 = 13 

Karena  P1P2  = r1 + r2, maka kedua lingkaran bersinggungan luar. 
 
Untuk menentukan koordinat titik 
singgung kedua lingkaran dapat 
digunakan rumus perbandingan 
segmen garis berikut ini. 

P1Q : QP2 = 7 : 6 

 
 

Gambar 4.6. Dua lingkaran berpotongan 
membagi dua sama besar 
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Koordinat Q = (x, y) = 2 17 6

7 6

P P+

+
  

(x, y) = 
7( 4,  5) 6(8,  10) ( 28,  35) (48,  60)

13 13

− + − +
=  

(x, y) = 
(20,  95) 20 95

,  
13 13 13

 
=  
 

 

Jadi koordinat titik singgung kedua lingkaran adalah  
20 95

,  
13 13

Q
 
 
 

. 

 
Contoh 2. 

Diketahui lingkaran L1   𝑥2 + 𝑦2 + 6𝑥 + 5 = 0  dan L2   𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 = 0. Selidiki, 
apakah kedua lingkaran tersebut berpotongan? 

Jawab 

L1  𝑥2 + 𝑦2 + 6𝑥 + 5 = 0   

Pusat P1 ( )1 1
2 2(6), (0)− − = P1(–3, 0) 

Jari-jari  r1 = 2 2( 3) 0 5 9 5 4 2− + − = − = =  

L2   𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 = 0 

Pusat P2 ( )1 1
2 2( 4), (0)− − − = P2(2, 0) 

Jari-jari  r2 = 2 22 0 0 4 2+ − = =  

Untuk menentukan jenis kedudukan kedua lingkaran, maka perlu dibandingkan jarak 
antara pusat P1P2 dengan jumlah jari-jari kedua lingkaran r1 + r2.  

Jarak P1P2  = jarak antara titik (–3, 0) dan (2 , 0) 

P1P2  = √(−3 − 2)2 + (0 − 0)2 

= √(−5)2 = √25 = 5 

Jumlah jari-jari  r1 + r2 = 2 + 2 = 4 

Karena  P1P2  > r1 + r2, maka kedua lingkaran tidak saling berpotongan. 
 
Contoh 3. 

Diketahui dua  lingkaran 𝐿1 ≡ 𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 − 1 = 0 dan lingkaran 𝐿2  ≡ 𝑥2 + 𝑦2 −
8𝑥 + 2𝑦 − 3 = 0. Tentukan banyak garis singgung persekutuan dari dua lingkaran 
tersebut. 

Jawab 

Untuk mengetahui banyak garis singgung persekutuan dua lingkaran, kita perlu 
mengetahui kedudukan kedua lingkaran. 

L1  𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 − 1 = 0  

Pusat P1(−
1

2
(−4), −

1

2
(0))= P1(2, 0) 

Jari-jari  r1 = √22 + 02 − (−1) = √4 + 1 = √5 

L1  𝑥2 + 𝑦2 − 8𝑥 + 2𝑦 − 3 = 0   

Pusat P2(−
1

2
(−8), −

1

2
(2))= P2(4 , −1) 
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Jari-jari  r2 = √42 + (−1)2 − (−3) = √16 + 1 + 3 = √20 = 2√5 

Untuk menentukan jenis kedudukan kedua lingkaran, maka perlu dihitung jarak 
antara pusat P1P2, r1 + r2, dan |𝑟1 − 𝑟2|. 

Jarak P1P2  = jarak antara titik (2, 0) dan (4, –1) 

P1P2  = √(2 − 4)2 + (0 − (−1))2 

= √(−2)2 + 12 = √4 + 1 

= √5 

r1 + r2 = √5 + 2√5 = 3√5  

|𝑟1 − 𝑟2| = |√5 − 2√5| = |−√5| = √5 

Karena  P1P2  = |𝑟1 − 𝑟2|, maka kedua lingkaran bersinggungan dalam.  

Dua lingkaran yang bersinggungan dalam hanya dapat dibuat satu garis singgung 
persekutuan. 

 
2. Berkas Lingkaran 

Misalkan dua lingkaran  L1  𝑥2 + 𝑦2 + 𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1 = 0 berpotongan dengan 
lingkaran  L2  𝑥2 + 𝑦2 + 𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2 = 0 pada dua titik potong, D dan E, dengan 
DE disebut tali busur sekutu. Dari tali busur sekutu (DE) ini bisa dibuat sejumlah 
lingkaran yang disebut sebagai berkas lingkaran.  

 

Gambar di atas menunjukkan salah satu berkas lingkaran yang melalui titik potong 
kedua lingkaran (D dan E), dimana garis DE adalah bagian dari garis kuasa kedua 
lingkaran yang memenuhi persamaan  L1 – L2 = 0. Berkas lingkaran terdiri atas 
sejumlah lingkaran yang memenuhi suatu persamaan umum tertentu, dengan 
parameternya saja yang berbeda. 

Misalkan parameter ini diberi simbol  (dibaca “lamda”) maka persamaan berkas 
lingkaran mirip persamaan garis kuasa L1 – L2 = 0 dengan menyisipkan parameter  
pada L2, sehingga persamaan berkas lingkaran untuk kedua lingkaran L1 dan L2 
adalah berkas lingkaran  L1 + L2 = 0. 

 

Salah satu berkas 
lingkaran  
𝐿1 +  𝐿2 = 0 

garis kuasa 
𝐿1 −  𝐿2 = 0 

P1 P2 

garis singgung 
persekutuan 

Gambar 4.7. Berkas lingkaran 
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Persamaan berkas lingkaran:   L1 + L2 = 0 

 
Salah satu persamaan berkas L1 + L2 = 0 yang melalui titik potong D dan E 
ditunjukkan pada gambar di atas. Himpunan semua lingkaran yang memenuhi L1 + 
L2 = 0 disebut berkas lingkaran dengan L1 dan L2 sebagai lingkaran dasar. 

Kita akan menganalisis persamaan berkas lingkaran dengan mengubah ke bentuk 
umum persamaan lingkaran berikut ini. 

L1 + L2 = 0  …………. (*) 

 x2 + y2 + A1x + B1y + C1 + ( x2 + y2 + A2x + B2y + C2 )= 0   …………. (**) 

 (x2 + x2) + (y2 + y2) + (A1 x + A2 x) + (B1 y + B2 y) + (C1 + C2) = 0 

 (1 + )x2 + (1 + )y2 + (A1 + A2)x + (B1 + B2)y  + (C1 + C2) = 0 

Bagi kedua ruas di atas dengan (1 + ) diperoleh 

2 2 1 2 1 2 1 2 0
1 1 1

A A B B C C
x y x y

  

  

+ + +
+ + + + =

+ + +
   …………. (***) 

 
Persamaan (***) di atas menunjukkan suatu persamaan lingkaran untuk setiap nilai  
.  Perhatikan beberapa kasus di bawah ini. 

1. Jika  = 0, maka dari persamaan berkas lingkaran (*), yaitu  L1 + L2 = 0 akan 

diperoleh  L1 = 0. 

2. Jika   →   maka dari persamaan (***) diperoleh, 

2 2 2 2 2 0
A B C

x y x y
  

  
+ + + + =  

2 2
2 2 2 0x y A x B y C+ + + + =    atau  L2 = 0 

3. Jika  = –1, maka dari persamaan berkas lingkaran (*) diperoleh, 

L1 + L2 = 0  
L1 + (–1)L2 = 0   
L1 – L2 = 0 

artinya garis kuasa terhadap lingkaran L1 dan L2 termasuk salah satu persamaan 
berkas lingkaran. Garis kuasa dapat dianggap sebagai lingkaran dengan pusat 
pada garis hubung  titik pusat kedua lingkaran dan terletak di tak hingga, 
sehingga busurnya berupa garis lurus. 

 
Contoh 4. 

Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik potong lingkaran  L1  x2 + y2 + 2x + 
2y – 2 = 0  dan L2  x2 + y2 + 4x – 8y + 4 = 0, serta melalui titik asal (0, 0).   

Jawab 

Lingkaran yang dicari melalui titik potong lingkaran L1 dan L2 , dan ini merupakan 
salah satu anggota dari berkas lingkaran L1 dan L2 yang dirumuskan oleh persamaan 
L1 + L2 = 0. 

L1 + L2 = 0  dengan  sebagai parameter 

x2 + y2 + 2x + 2y – 2 + ( x2 + y2 + 4x – 8y + 4) = 0  …………. (*) 
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Persamaan (*) melalui titik asal (0, 0), berarti x = 0 dan y = 0 dapat disubstitusi ke 
persamaan (*) untuk menghitung parameter . 

02 + 02 + 2(0) + 2(0) – 2 + (02 + 02 + 4(0) – 8(0) + 4) = 0 

–2 + (4)  = 0 

            4  = 2 

                = 
2

4
=

1

2
  

Substitusi nilai parameter  = 
1

2
  ke persamaan (*) untuk memperoleh persamaan 

lingkaran tersebut. 

 x2 + y2 + 2x + 2y – 2 + 
1

2
 ( x2 + y2 + 4x – 8y + 4) = 0   ……….  kalikan dengan 2 

 2x2 + 2y2 + 4x + 4y – 4 + ( x2 + y2 + 4x – 8y + 4) = 0 
 2x2 + x2  + 2y2 + y2  + 4x + 4x  + 4y – 8y  – 4+ 4  = 0 

 3x2 + 3y2 + 8x – 4y  = 0 

Jadi, persamaan lingkaran yang dimaksud adalah  3x2 + 3y2 + 8x – 4y  = 0. 

 
Contoh 5. 

Diketahui lingkaran A dengan pusat (0, 1) dan jari-jari 3 satuan, dan lingkaran B 
dengan pusat (0, –1) dan jari-jari 3. Tentukan persamaan berkas lingkaran yang 
terbentuk dari kedua lingkaran tersebut dan melalui pusat lingkaran B. 

Jawab 

Persamaan lingkaran A adalah LA   x2 + (y – 1)2 = 9 
Persamaan lingkaran B adalah LB   x2 + (y + 1)2 = 9 

Persamaan berkas lingkaran yang dimaksud adalah, 

 LA + LB = 0   

 x2 + (y – 1)2 – 9 + ( x2 + (y + 1)2 – 9) = 0 

 x2 + y2 – 2y + 1 – 9 + ( x2 + y2 + 2y + 1 – 9) = 0 

 x2 + y2 – 2y – 8 + ( x2 + y2 + 2y – 8) = 0   ……….. (*) 

Berkas lingkaran melalui titik pusat lingkaran B, yaitu (0, –1), berarti x = 0 dan y = –1 
dapat disubstitusi ke persamaan (*) untuk menghitung parameter .  

 (0)2 +(–1)2 – 2(–1) – 8 + ( (0)2 + (–1)2 + 2(–1) – 8) = 0 

 0 + 1 + 2 – 8 + + (0 + 1 – 2 – 8) = 0 

 – 5 + (–9) = 0 

  –9 = 5        = 
5

9
−  

Substitusi nilai parameter  = 
5

9
−   ke persamaan (*) untuk memperoleh persamaan 

lingkaran tersebut. 

 x2 + y2 – 2y – 8 
5

9
− ( x2 + y2 + 2y – 8) = 0    …………. Kalikan dengan 9 

 9x2 + 9y2 – 18y – 72 – 5( x2 + y2 + 2y – 8) = 0 
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 9x2 + 9y2 – 18y – 72 – 5x2 – 5y2 – 10y + 40 = 0 

 4x2 + 4y2 – 28y – 32  = 0 

 x2 + y2 – 7y – 8  = 0 

Jadi, persamaan lingkaran yang dimaksud adalah  x2 + y2 – 7y – 8  = 0. 
 

C. Rangkuman 
 

• Misalkan lingkaran L1 dengan pusat  P1 dan jari-jari  r1, dan lingkaran L2 
dengan pusat  P2 dan jari-jari  r2. Lingkaran L1 dan L2 berpotongan pada 
dua titik jika jarak   P1P2 < r1 + r2 . 

• Misalkan lingkaran L1 dengan pusat  P1 dan jari-jari  r1, dan lingkaran L2 
dengan pusat  P2 dan jari-jari  r2. Lingkaran L1 dan L2 bersinggungan luar 
jika jarak   P1P2 = r1 + r2 . 

• Misalkan lingkaran L1 dengan pusat  P1 dan jari-jari  r1, dan lingkaran L2 
dengan pusat  P2 dan jari-jari  r2. Lingkaran L1 dan L2 bersinggungan 
dalam jika jarak   P1P2 = |r1 – r2| . 

• Misalkan lingkaran L1 dengan pusat  P1 dan jari-jari  r1, dan lingkaran L2 
dengan pusat  P2 dan jari-jari  r2. Lingkaran L1 dan L2 berpotongan tegak 
lurus jika jarak  (P1P2) 2  = r12 + r22. 

• Misalkan lingkaran L1 dengan pusat  P1 dan jari-jari  r1, dan lingkaran L2 
dengan pusat  P2 dan jari-jari  r2. Lingkaran L2 memotong dan membagi 
dua sama besar lingkaran L1 jika jarak  (P1P2) 2  = r22 – r12. 

• Misalkan dua lingkaran L1 dan L2. Berkas lingkaran dari L1 dan L2 adalah 
lingkaran-lingkaran yang dibuat melalui titik potong lingkaran L1 dan L2 
dengan persamaan  L1 + L2 = 0. 

 

D. Latihan Soal 
 

1. Tunjukkan bahwa lingkaran L1  x2 + y2 + 10x + 4y – 7 = 0 dan  L2  x2 + y2 – 18x + 
4y + 21 = 0 bersinggungan luar. Tentukan titik singgung tersebut. 

2. Tunjukkan bahwa lingkaran L1  x2 + y2 + 6x – 2y – 54 = 0 dan  L2  x2 + y2 – 22x – 
8y + 112 = 0 tidak saling berpotongan. 

3. Lingkaran-lingkaran x2 + y2 – 16x – 20y + 115 = 0 dan x2 + y2 + 8x – 10y + 5 = 0 
saling bersinggungan. Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di titik 
singgung tersebut dan memiliki jari-jari  ½.  

4. Mesin dalam sebuah pabrik penggilingan tepung memiliki roda A yang 
menggerakkan roda B melalui sebuah rantai. Dengan sumbu-sumbu koordinat, 
ditunjukkan roda A memiliki jari-jari 10 unit dan menyentuh kedua sumbu. 

a. Tentukan persamaan roda A. 
b. Jika roda B memiliki persamaan  x2 + y2 + 28x + 147 = 0 dan 1 unit = 10 cm, 

hitunglah: 
 (i)  jarak antara pusat kedua roda 
 (ii) celah terpendek di antara kedua roda 
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5. Surat kabar dicetak oleh lithograph, cetakan berita yang harus bergerak melalui 

tiga buah pemutar (roller), yang diilustrasikan pada gambar sebagai tiga buah 

lingkaran. Pusat-pusat A, B, dan C dari ketiga lingkaran adalah kolinear (terletak 

pada suatu garis lurus). Persamaan lingkaran luar  masing-masing adalah  (x + 

12)2 + (y + 15)2 = 25 dan (x – 24)2 + (y – 12)2 = 100. Tentukan persamaan 

lingkaran di tengah. 

     

6. Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik potong lingkaran  L1  x2 + y2 + 

2x + 2y – 2 = 0  dan L2   x2 + y2 + 4x – 8y + 4 = 0, serta melalui titik (2, –1). 

7. Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik potong lingkaran  L1   x2 + y2 + 

2x + 3y – 7 = 0 dan L2   x2 + y2 + 3x – 2y – 1 = 0,  serta melalui titik (1, 2). 

 
 

  


